
Bestimmung der linearisiertenBewegungsgleihung für die Shwingungeneines FahwerksPeter Junglas30. 12. 20071 Herleitung der BewegungsgleihungEin Fahwerk sei gegeben durh Gelenke und Stäbe, z.B.

Einige Knoten sind fest gelagert, alle anderen entsprehen dynamishenVariablen der Masse m. Die Stäbe wirken als Zug-/Drukfedern mit jeweilsgleiher Federkonstante .Es werden folgende Bezeihnungen eingeführt:
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N = Zahl der dynamishen Knoten (im Beispiel 4)
M = Gesamtzahl der Knoten (im Beispiel 6)
→

x i = Koordinate von Knoten i, i = 1, . . . , M
→

x
0

i = Gleihgewihtsposition von Knoten i, i = 1, . . . , M
→

d i =
→

x i −
→

x
0

i = Abweihung vom Gleihgewiht, i = 1, . . . , MIn allen Gröÿen bezeihnen die Indexwerte i = 1 . . . N die dynamishenKnoten, die Werte i = N + 1 . . .M die festen Knoten. Die dynamishenVariablen für das linearisierte Problem sind die →d i, wobei →d i = 0 für i >N. Die Gleihgewihtspositionen →x 0

i ergeben sih aus der Minimierung derpotentiellen Energie; sie werden als bekannt voraussetzt. Der Einfahheitwird angenommen, dass die Stäbe dann alle entspannt sind.Zur Beshreibung des Stab-Netzwerks wird eine Verbindungsmatrix
A = (aij), i = 1, . . .M, j = 1, . . .Mde�niert:

aij =







1 i 6= j, Stab zwishen →x i und →xj

0 i 6= j, kein Stab zwishen →x i und →xj

0 i = jDass A auf der Diagonalen 0 ist, vereinfaht i. F. die Shreibweise: Mankann Doppelsummen über i und j hinshreiben, ohne den Fall i=j ausshlieÿenzu müssen.Die Bewegungsgleihung soll nun mit Hilfe des Euler-Lagrange-Formalismusaufgestellt werden. Dazu müssen zunähst die kinetishe Energie T und diepotentielle Energie V als Funktion der dynamishen Variablen →d i geshriebenwerden. Für die potentielle Energie hat man sofort
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2Die potentielle Energie setzt sih aus den potentiellen Energien Vij dereinzelnen Stäbe (= Federn) zusammen:
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Die Einzelbeiträge erhält man als
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}Die Bewegungsgleihung erhält man nun aus der Lagrangefunktion L =T - V als Euler-Lagrange-Gleihungen
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dkDie Berehnung des zweiten Terms ist wesentlih aufwändiger. Zunähstwird die Ableitung der Einzelterme berehnet:
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Um diesen Term für kleine →d i linear zu nähern, berehnen wir zunähst
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Mit der Abkürzung
bij := aij
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m
→̈

dk + c

M
∑

i=1

aki

(

→

e
0

ki · (
→

dk −
→

d i)
)

·
→

e
0

ki = 0 (1)2 Überprüfung an einfahem BeispielDas "Fahwerk" besteht nur aus einem beweglihen (N = 1) und zwei festen(M = 3) Knoten:
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Es gibt nur einen dynamishen Vektor:
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0 1 1
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erhält man die Bewegungsgleihung
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)Die x-Komponente ist wie erwartet. In y-Rihtung ergibt sih tatsählihin linearer Näherung keine Federkraft.3 Berehnung der Stei�gkeitsmatrixFür die Eigenwertanalyse bringt man die Bewegungsgleihung in die Form
M
→̈

x + C
→

x = 0,wobei der Vektor →x alle Koordinaten enthält, im Fall eines 2d-Fahwerksalso 2N viele. Zur expliziten Bestimmung der Massenmatrix M und der6



Stei�gkeitsmatrix C zerlegen wir die Bewegungsgleihung (1) in x- und y-Komponenten:
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M = m1Um die Struktur der Stei�gkeitsmatrix zu erkennen, müssen die Sum-manden noh in x- und y-Anteile getrennt werden. Für die x-Komponente(Gleihung (2)) erhält man
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Daraus lässt sih sofort die C-Matrix ablesen, die folgende Indexstrukturhat:
C = (Ciα,jβ) , α, β ∈ {x, y}, i, j = 1, . . . , NFür k = 1, . . . , N :
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∑
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2In einer numerishen Simulation wird man in der Regel den Doppelindexzu einem Einfahindex verarbeiten und C als normale Matrix shreiben, etwaindemman x- und y-Komponenten hintereinander anordnet (1x, 1y, 2x, 2y,..),formal also einen Einfahindex l = 1, . . . , 2 ∗ N einführt mit

kx → l = 2k − 1

ky → l = 2k4 C-Matrix des EingangsbeispielsFür das Beispiel-Fahwerk am Anfang liest man ab:
A =

















0 1 1 1 1 0
1 0 1 0 0 1
1 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0
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)Damit berehnet man leiht die →e 0

ij und daraus die Stei�gkeitsmatrix
C =

























2.5 0.5 −1.0 0 −0.5 −0.5 0 0
0.5 1.5 0 0 −0.5 −0.5 0 −1.0

−1.0 0 2.0 0 0 0 0 0
0 0 0 1.0 0 −1.0 0 0

−0.5 −0.5 0 0 2.0 0 −1.0 0
−0.5 −0.5 0 −1.0 0 2.0 0 0

0 0 0 0 −1.0 0 1.5 0.5
0 −1.0 0 0 0 0 0.5 1.5
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