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1 Herleitung der Bewegungsgleichung

Ein Fachwerk sei gegeben durch Gelenke und Stéibe, z.B.

Einige Knoten sind fest gelagert, alle anderen entsprechen dynamischen
Variablen der Masse m. Die Stédbe wirken als Zug-/Druckfedern mit jeweils
gleicher Federkonstante c.

Es werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt:



N = Zahl der dynamischen Knoten (im Beispiel 4)

M = Gesamtzahl der Knoten (im Beispiel 6)

E’)i = Koordinate von Knoten i,z =1,..., M

Eio = Gleichgewichtsposition von Knoten i, 2 =1,..., M
di = x

—~0
= 1z, — x; = Abweichung vom Gleichgewicht, ¢« =1,..., M

In allen Grofen bezeichnen die Indexwerte ¢ = 1... N die dynamischen
Knoten, die Werte ¢ = N + 1...M die festen Knoten. Die dynamischen
Variablen fiir das linearisierte Problem sind die d;, wobei d; = 0 fiir i >

N. Die Gleichgewichtspositionen EZ-O ergeben sich aus der Minimierung der
potentiellen Energie; sie werden als bekannt voraussetzt. Der Einfachheit
wird angenommen, dass die Stdbe dann alle entspannt sind.

Zur Beschreibung des Stab-Netzwerks wird eine Verbindungsmatrix

A:(aij), ’lzl,M, jzl,M
definiert:

1|4 # j,Stab zwischen z; und Ej
aij =14 0]+ j, kein Stab zwischen z; und Ej
0li=y
Dass A auf der Diagonalen 0 ist, vereinfacht i. F. die Schreibweise: Man
kann Doppelsummen iiber i und j hinschreiben, ohne den Fall i—j ausschliefsen
zu miissen.
Die Bewegungsgleichung soll nun mit Hilfe des Euler-Lagrange-Formalismus
aufgestellt werden. Dazu miissen zunéchst die kinetische Energie T und die

potentielle Energie V als Funktion der dynamischen Variablen d; geschrieben
werden. Fiir die potentielle Energie hat man sofort

1 21 K=
T:§m;x,~ :§m;di

Die potentielle Energie setzt sich aus den potentiellen Energien V;; der
einzelnen Stibe (— Federn) zusammen:

1
V=2 a,Vi = 5 > aiVi
i i

1<j



Die Einzelbeitrige erhilt man als

1 - = —~0 02
sefle -7l - 12 -2}

Vi = 3 il

2

- _C{(% — @)+ (v, — )’ - 2\/(3“ B xi)2\/(xi - ;)

|

Die Bewegungsgleichung erhdlt man nun aus der Lagrangefunktion L =

T - V als Euler-Lagrange-Gleichungen

d OL oL
i
d oT oV

- L9 D

Der Term mit T ist leicht berechnet:

d oT d = -
Ody,

Die Berechnung des zweiten Terms ist wesentlich aufwindiger. Zunéachst

wird die Ableitung der Einzelterme berechnet:

vy, oV
o I
= —c{2z;—x;)—2 (x; — x5) p (dir — Oj)
(z; — ;)
— — (xz - )2
= c(zi—a;) 41— "= _}J (0ix — Gjr)
(:EZ—:E]-)Q
-0 -0
— — - - (zz —ZE")2
= c|(@, xf)+(dz—d])]{1— A L
VIGE = F)) + (di— d,)2

(dir. — djr)



—

Um diesen Term fiir kleine d; linear zu nahern, berechnen wir zunéchst

F(E) = ——— ~ J(0) + TVF(0)
(a + x)?
- 1 2(a+7) a
VIE) = it vp) = -
' 2\/(a+ 7 laf®
~ 1 az
= f(z) @—@

Damit konnen wir den V-Term linear ndhern:

oV, U R
~ cl(z; — o)+ (di — dj)] (0 — Gj) -

ody,

~0 -0 —
~0 -0 1 (v; —x;)(d; — dj)

1 -z, -y —~0 =0 —0 =0

|z, Z; v, — xj‘3

o —o = = (x; —x;)(d;— dy)
= C[(xz _xj)_l_(dl_d])] _>(]J —0 ’ (52k_5]k)
|z, — ij

(x; —x.)(d; —dj) —0 o0
’ - (z; — ;) (i — djk)

e
o

—0 —0
7 -7,

Fiihrt man zur Abkiirzung den Einheitsvektor zwischen zwei Gleichge-
wichtspositionen ein:

—0 —0
1] - -0 -0
|z, —
erhalt man oV
g ~0 - - -0
() ~
ody,

Die Summe liefert dann



Mit der Abkiirzung
erhilt man dann wegen

oV 1
—_ = 56; bij (04 — 5jk)

ady,
J i

= ¢ Zaki (E)koi (dy - Eﬂ) ' E)koi

(2

Somit erhalten wir als Bewegunggleichung fiir die k-te Masse (k = 1,..., N)

. M
mdk+c Zaki (E)koz(dk—dl)>gkoz:0 (1)
=1
2 Uberpriifung an einfachem Beispiel

Das "Fachwerk" besteht nur aus einem beweglichen (N — 1) und zwei festen
(M = 3) Knoten:

2 (1) 3



Es gibt nur einen dynamischen Vektor:

- d
di=1|{ ]
=()

Die Gleichgewichtsvektoren sind

-0 1 -0 0 -0 2
17 o) 27 o) "7 o

daher hat man die Einheitsvektoren

€10 = E €13 = 0

Mit der Verbindungsmatrix

A—

— = O
o O =
o O

erhdlt man die Bewegungsgleichung

= 0= 0 0= 0
0 = mdi+c <a12(612d1)€12 +a13(613d1)613+>

- (4)(5)

Die x-Komponente ist wie erwartet. In y-Richtung ergibt sich tatséchlich
in linearer Ndherung keine Federkraft.

3 Berechnung der Steifigkeitsmatrix
Fiir die Eigenwertanalyse bringt man die Bewegungsgleichung in die Form
Mz +Cz =0,

wobei der Vektor z alle Koordinaten enthiilt, im Fall eines 2d-Fachwerks
also 2N viele. Zur expliziten Bestimmung der Massenmatrix M und der



Steifigkeitsmatrix C zerlegen wir die Bewegungsgleichung (1) in x- und y-
Komponenten:

M

mdk,m"‘C ZCLM <gkol(dk—dz)> 'ekoi,x = 0 (2)
i=1

mdkﬂ tc Zaki <E>]ﬂ . (dk — dz)) . el?i,y = 0 (3)
=1

Daraus ergibt sich sofort, dass die Massenmatrix diagonal ist
M =ml

Um die Struktur der Steifigkeitsmatrix zu erkennen, miissen die Sum-
manden noch in x- und y-Anteile getrennt werden. Fiir die x-Komponente
(Gleichung (2)) erhélt man

—

M — 0 - 0
Zizl Qi <€m‘ ) (dk - dz)) “Clix
M 0— M 0—
— 0 — 0
= E Qi (ekidk> Chiax — E Qi (ekidi) Clix
i=1 i=1

M M
_ 0 0 0 0 0 0
- E :Cl]“' (eki,xdk@‘ + eki,ydk,y) Chiz — E :a'ki (6ki,xdiﬂ? + eki,ydi,y) Ckix

=1 =1
M M
§ 0 \2 § 0 0
= a’ki(eki,x) dk,x + akieki,xeki,y dk,y
i=1 =1

M M
0 32 0 0
- E aki(eki,x) diz — E @kieki,xeki,ydi,y
i—1 i=1
Analog erhilt man fiir die y-Komponente
M —0 - - 0
S (e (di—dy)) e,

M M

0 0 0 \2

= § QkiClij 2 Cki,y dkﬂf + E : aki(eki,y) dk7y
i=1 i=1

M M
0 0 0 \2
- E :akieki,xeki,ydi,w - E :aki(eki,y) di,y
i=1 =1

7



Daraus lisst sich sofort die C-Matrix ablesen, die folgende Indexstruktur
hat:

C:(Cmdﬂ), Oé,ﬂE{SC,y}, Z,jzl,,N
Firk=1,...,N:

M
Ckx,km = Zaki(ekoi,x>2
=1

M
_ 0 0 _
Ckm,ky = § ki€l 2 Chiy — Cky,kx
=1

M
Chryhy = Za’ki(ekoi,y)2
i=1

Firk=1,...,Nundi=1,...,N (i £ k):

0 2
Ckx,ix = _aki(eki,x)
0 _0
Chaiy = —kiCr;oChiy = Chy,iz
0 \2
Chyiy = _aki(eki,y)

In einer numerischen Simulation wird man in der Regel den Doppelindex
zu einem Einfachindex verarbeiten und C als normale Matrix schreiben, etwa
indem man x- und y-Komponenten hintereinander anordnet (1x, 1y, 2x, 2y,..),
formal also einen Einfachindex [ =1,...,2 % N einfiihrt mit

kv — 1=2k—1
by — =2k

4 C-Matrix des Eingangsbeispiels

Fiir das Beispiel-Fachwerk am Anfang liest man ab:

011110
101001
110101
A= 101010
100100
011000



-0 1 -0 2 -0 2 —0 1 —0 0 —0 3
Ty = 0 y Lo = 0 y Ly = 1 y Ly = 1 y Ty = 0 y Lg = 0

-0
Damit berechnet man leicht die e,; und daraus die Steifigkeitsmatrix

25 05 —-1.0 0 -05 —-0.5 0 0
05 1.5 0 0 —0.5 —0.5 0 —1.0
—-1.0 0 20 0 0 0 0 0
0 0 0 1.0 0 —1.0 0 0

—-0.5 0.5 0 0 20 0 —-1.0 0
—-0.5 —-0.5 0 —-1.0 0 20 0 0
0 0 0 0 —-1.0 0 15 05
0 -1.0 0 0 0 0 05 1.5



