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Einflhrung

e Maschinendynamik:
O i.w. Untersuchung der Schwingungseigenschaften von Maschinen
O Zielsetzungen
® Bestimmung dynamischer Lasten
e Uberprufung der Konstruktion
® Optimierung von Parametern
O reale Maschinen sehr kompl@x Ruckflihrung auf vereinfachtes Modell nétig
O Vorgehensweise
® Erstellung eines Modells
® Losung des Modells
® Rickubersetzung der Ergebnisse auf Maschine
e Modellbildung:
O schwierigster und wichtigster Teil
O Ausgangspunkt
e Konstruktionsunterlagen
® Messungen an realer Maschine
O Rustzeug: grundlegende Modelle und ihre Eigenschaften
® | Osung des Modells:
O mit Hilfe der hier vorgestellten Methoden
O per Hand bei wenigen Freiheitsgraden
O mit Numerik-Programmen wie Matlab fur mittlere Probleme
O mit FEM-Modellen bei komplexen Modellen mit vielen Freiheitsgraden
® Rickubersetzung der Ergebnisse:
O grundsatzlich von Modellbildung her
O wichtig zur Kontrolle der Modellergebnisse
O ggf. Korrektur des Modells



Beschreibung von Schwingungen

e [Klassifizierung von Schwingungen
® [Beschreibung harmonischer Schwingungen

® [Ortsdiagrami

e |[Phasenraum-Darstellung
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Klassifizierung von Schwingungen

e Schwingungen:
O mehr oder weniger regelmaRige zeitabhdngige Vorgange
O charakterisiert durch eine Zustandsgréf3e x = Xt,
O Beispiele fir x
® Auslenkung <Feder,
Winkel sFadenpendel,
Druck «Schall,
Spannung «elektrischer Schwingkreis,
Temperatur *Schwingung im Tages- oder Jahresrhythmus,
O im engeren Sinne: streng periodisch mit Periode T «Schwingungsdauer,
® Xot + T, = Xef,
O Frequenz f = Zahl der Schwingungen pro Zeit

o f=1/T
e Unterscheidung nach Art der Bewegungsgleichung:
O linear

® von x odeit abhédngende Terme nur linear
® Gleichungen analytisch Iosbar
® Superpositionsprinzip gilt
O nichtlinear
® Gleichung komplizierter
® haufig nur numerisch l6sbar
® Kkein Superpositionsprinzip
® Vielzahl neuartiger Phanomene
e Unterscheidung nach Zahl der Schwinger:
O ein Freiheitsgrad
e z.B. Feder, Pendel
® beschrieben durch eine Differentialgleichung
O viele Freiheitsgrade
® z.B. gekoppelte Schwinger
® beschrieben durch mehrere Differentialgleichungen
O kontinuierliche Schwinger
e z.B. Saite, Balken, Platten
e "unendlich viele" Freiheitsgrade
® beschrieben durch partielle Differentialgleichung
® Unterscheidung nach Entstehungsmechanismus:
O aus dem Schwinger selbst sautonom,
® Eigenschwingungen epraktisch immer gedampft,
® selbsterregt emit &ul3erer Energiezufuhr,
® Beispiel Klingel:



O von aulRen bestimmt sheteronom,

direkte duRere Einwirkung serzwungene Schwingung,

e Beispiel: Ubertragung auRerer Vibrationen

e AuRere Anderung von Systemparametern eparametererregte Schwingung,
e Beispiel: Schaukel, angenahert durch Anderung der Pendellange



Beschreibung harmonischer Schwingungen

® Harmonische Schwingung:
O gegeben durch
® Xot, = fcoswt+f,
O Amplitude# = Maximalausschlag
O Kreisfrequenzv
o w=2pf=2p/T
o Anfangsphasé
x(1)

-

fre—e 1
@/

T

e Uberlagerung zweier Schwingungen gleicher Frequenz:

O wegen Superpositionsprinzip <bei linearen Systemen,
°

Xot, = Xget, + Xpot,

=g coswt+f,, +4,coswt+f,,

O ergibt wieder eine harmonische Schwingung gleicher Frequenz
® Xot, = fcoswt+f,
O mit Hilfe der Additionstheoreme folgt setwas mihsam,
3 = /33 + 28125 cos(pr — p2) + 2
tanp = ,.il sin @ + :jrj;; §in (g
° I CO8 1 + Tg COS g
O Vorsicht: Formel legt nur im Bereich 0 p fest! Daher:
® Quadranten des Winkels aus Vorzeichen von Zahler und Nenner bestimmen
e ggf. p zum erhaltenen Winkel addieren.
® Zeigerdiagramm:
O Darstellung tibgr komplexe Zahjen
O Ausgangspunkt Euler-Gleichung
® eX =cosex, +j sinex,
O mit Re{z} als Realteil der komplexen Zahl z ist daher




xet, =gfcoswt+f,

= Re{g e*Wt+f.}

O Veranschaulichung in der komplexen Ebene:
e & e"Wi+f.: gleichmaRig rotierender Zeiger
® Xx-t,: Projektion des Zeigers auf die x-Achse
e im Bild:

\

O Additionsformeln damit direkt aus der Zeigeraddition
Im

%anﬁz{
{
I

>(“smq'31
Re
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Ortsdiagramm

® Ortsraum-Darstellung:
O Grundveranschaulichung von Schwingungen
O xeot, Ubert

® Beispiele fur periodische Anregungsfunktionen:
O S&gezahnschwingung

#(t)

O Rechteckschwingung

()

o Bewegung eines Schubkurbelantrieb§ »s. Aufghbe 3,

11
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t
Beispiele fur nichtperiodische Anregungsfunktionen:
O Dirac-Impuls

® ganz kurzer Impuls
e idealisiert: nur bei 0
® det,=0flrtt O
® hat bestimmte Starke = Flache unter dem Graphen,

/_Zﬁ(t)dtzl

keine Funktion, sondern Grenzwert immer schmalerer und héherer Impulse

20

® wichtige Eigenschaft

. [ rwema= 1)
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O Sprungfunktiorset,

13




Phasenraum-Darstellung

® Phasenraum:
O Punkte gegeben durch x und seine zeitliche Anderung *"Geschwindigkeitix/dt
O periodischer Vorgan® geschlossene Kurve im Phasenraum
O Zeit nicht explizit aufgetragen
O Zustand *Punkt im Phasenraum, bewegt sich zeitlich auf der Kurve
® Beispiele:
O harmonische Schwingung

15F T T T T T T T =

05 B

O abklingende Schwingung

g

B 4

4t J

e Aufgaben:

14
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Aufgabe 3
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Spektralanalyse

® Grundtatsache:

O Periodische Funktionen kénnen geschrieben werden als Uberlagerung eines Grundtons
*harmonische Funktion gleicher Frequenz, und seiner Obertdne sharmonische Funktionen mit
n-facher Frequenz, n =2, 3, 4, ..,

® Beispiel SAgezahnschwingung:
O xet,=t2fUrt=9 ..p

2

15¢ B

1F 4

05+ B

= ot 4

05 F <

O Aufbau aus Grund- und Oberschwingungen

16
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O als Applet zum Experimentieren

O in Formeln:
® Xeof, = sinet, - 1/2 sine2t, + 1/3 sine3t, - 1/4 sine4t, ...
® Allgemeine Fourierzerlegung:
O fir ungerade Funktionet, «d.h. punktsymmetrisch am Ursprung, mit Periode Tpa2
® X,°t,=b; sinwt, + by sinedv t, + b sine3dv t, + b, sinedw t, + ...
O analog fir gerade Funktionyx, *spiegelsymmetrisch zur y-Achse,
® Xgof, = ag/2 + 3 coswt, + a, cos*2vt, + ag COS*3vt, + a4 cosedvt, + ...

O unsymmetrische Funktionen: Summe aus geradem und ungeraden Anteil
z(t) = % + 3" (an cos(nwt) + by, sin(nwt))

) n=1
O Berechnung der Koeffizienten mit folgenden Formeln

17



2 T
a, = E_/ _‘L‘(t) CDS(TILdf) di 1".',:0,1,2,--
a

2 T
b, — —f ) sin(nwt) dt —1,2.3 .
. 7 /) z(t) sin(nwt) n

O Alternativ mit Amplitude und Phasenverschiebung

z(t) = Y C, cos(nwt + 1)
) n=0
® Spektrum:
O Darstellung der Grof3e der Koeffizienten Uiber der Frequenz
O bei der Sagezahnschwingung

o, |

L\JO Lt

O Spektren einiger Beispielfunktionen im Applet

o Komplexe Fourierzerlegung:
O Zusammenfassung beider Summen mit einer komplexen e-Funktion

z(t) = i cne? ™t
Y n=—pa

O Zerlegung in Real- und Imaginéarteil ergibt beide Teilreihen
O Ausnutzung der Symmetrie von sin und @3Nerte fir n und -n ergeben einfach Faktor 2
O Berechnung der Koeffizienten,c

c, = lfz(t)e—im'*dt n—0-+142, ...
° T Jo
O Bestimmung von gund b, aus g,
® a, =Ch +Cp
® b,=jecy,-cCp,
® Fouriertransformation:
O Zerlegung einer nichtperiodischen Funktion in harmonische Funktionen

18



keine Period® "alle" Frequenzen treten auf enicht nur Obertdne,
Summe Uber Obertor®@ Integral Uber alle Frequenzen
Koeffizienten ¢, ® komplexe Funktion Ry, sFouriertransformierte,

Darstellung der Funktion xst,

ECE v’% [ P e

O Berechnung der Fouriertransformierten

1 o it
| Pl = m[_mx(t)e dt
® Spektralfunktion:
O Starke der Anteile zur Frequenz
O je nach Fragestellung ResF, oder?|F|
® Spektralanalyse in der Praxis
O wichtige Methode zur Analyse von Schwingungen
O spezielle numerische Methoden zur Berechnung der Fouriertransformierten «FFT = Fast Fourier
Transform,
O Geréate zur sofortigen Berechnung und Darstellung von Spektralfunktionen
*Spektralanalysatoren,
® Beispiel:
O seltsame Stdrungen in einer Maschine, hervorgerufen durch Vibrationen unbekannter Herkunft
O Messung der Vibrationen ergibt

o O OO

2

#(t) [mm)

05

-05

0 D.IIJS Df1 D.I15 UTE D.JIES 0.3
t[s]
O Spektralanalysator zeigt
e Untergrund bei allen Frequenzen
® Spitzen in festen Frequenzabstanden «Grundfrequenz 39.6 Hz,
® zusatzliche Spitze bei 50 Hz

19
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0

O Interpretation:
e Trafoschwingungen bei 50 Hz
® Rauschen sMessfehler + allgemeine Stérungen, als Untergrund
® besondere Stérung mit Grundfrequenz 39.6 Hz
O Analyse der Storung:
® starke Impulse im Ortsraum

4
w10
2 T T T T T

-1 1 1 1 1 1

u] a0s 0.1 015 0z 025 03
t[s]

e Unwucht in einer Welle, schlagt rhythmisch gegen das Lager
Aufgaben:
O |Aufgabe 4
o

20
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Bewegungsgleichungen flir Schwingungen

e [Bausteine schwingender Systeéme
e |Aufstellen der Bewegungsgleichung
e |Linearisierung von Bewegungsgleichunjgen

21



Bausteine schwingender Systeme

® Voraussetzungen fir schwingendes System:
O Gleichgewichtslage *z.B. Kraftegleichgewicht,
O stabil® kleine Auslenkungen ergeben Rickstellkrafte
O Umwandlung von kinetischer und potentieller Energie
® Masse:
O GroélRe mit Tragheit
® setzt Beschleunigung Widerstand entgegen
® Trager der kinetischen Energie
O Zusammenfassung aller relevanten Massen in einer oder mehreren Punkten
O bei Drehbewegung Tragheitsmoment J
® fur homogene Kdrper mit einfacher Geometrie aus Tafeln
® Satz von Steiner bertcksichtigen!
® Feder:
O Grole, die riicktreibende Kraft erzeugt
® setzt Auslenkung Widerstand entgegen
® Trager der potentiellen Energie
O Kraftgesetz fast immer linear angenommen
® F=-CcX
O analog bei Drehbewegungen
® M=-c¢; f
O Federkonstante allgemein aus Messungen oder aus Materialeigenschaften
® Beispiele:
O Zugstab, Querschnittsflache A, Lange L, Elastizitatsmodul E
e C=EA/L
O Balken mit Punktlast, FlachentragheitsmomejtLinge L, Elastizitatsmodul E
e c=3EJ/LS3
O Torsionsstab mit kreis- oder kreisringférmigem Querschnitt, polares Flachenmoment 2. Grades
I p, L&nge L, Schubmodul G
® c; =G lp/L
® Dampfer:
O Grolie, die Schwingung hemmt
® setzt Bewegung Widerstand entgegen
e verbraucht Energie sgenauer: wandelt sie in Warme um,
O verschiedene Kraftgesetze bzw. Werkstoffmodelle
O viskose Dampfung
e Kraftgesetz
F=-bv
analog fur Torsionsbewegung
z.B. in geschmierten Lagern oder bei Wirbelstromdampfung

22



O Coulomb-Reibung

Reibung zwischen Kérper und Auflageflache
Starke unabhangig von der Geschwindigkeit
entgegengesetzt zur Geschwindigkeit gerichtet
proportional zur Auflagekraft fr

P — —;LFN |'U>0
L }LFN |'U<O

kompakte Schreibweise mit der Vorzeichenfunktion sign
Fr = -mFy signev,

23



Aufstellen der Bewegungsgleichung

e Grundvorgehen:
O Bestimmen der Zahl der Freiheitsgrade
O Einfuhren der Koordinaten *Auslenkungen/Winkel, zur Beschreibung der Bewegung
O Bestimmen aller Kréafte/Momente durch Freischneiden
Aufstellen der Kraft-/Momentenbilanz
o ggf. Uberfiihren in eine Standardform
® Beispiel:
O betrachtetes System

o

0

>

uE

P

o

ein Freiheitsgrad
wahlen Koordinatg, verknipft mit x durch x =q
Momentenbilanz

o (J+ mrr‘})é — — gm0 — 1720 — br26
Standardform
i br? . (c1 + cz)'r
° J 4+ mr? J+mr2
® Nullpunkte der Koordinaten:
O so wabhlen, dass sie im Gleichgewicht =0
O statische Kréfte «z.B. Gewicht und zugehdrige Ruheausdehnung einer Feder, heben sich auf
O miussen in Bewegungsgleichung nicht berticksichtigt werden
O genauere Betrachtung bei nicht-linearer Federkennlinie notig
® Bestimmen der Kréfte:

o O

O

2
=0

24



O haufig nur ndherungsweise flr kleine Auslenkungen
O Vorzeichen bestimmen
e Koordinate in positiver Richtung etwas auslenken
e Kraft zeigt in gleicher Richtun® Term positiv
e Kraft zeigt in entgegengesetzte Richt@glrerm negativ
Standardform:

O vorgegebene Form der Bewegungsgleichung mit mdglichst wenig oder moglichst einfachen
Parametern

O erleichtert Vergleich mit Standardlésung

O héaufig Vorfaktor der Tragheitsterme = 1

O Parameter maglichst einfach oder dimensionslos
Aufgaben:

O |Auflg g

o [Aufgabe ¥

25



Linearisierung von Bewegungsgleichungen

e Beispiel Fadenpendel:
O Masse an einem Faden unter Gewichtskraft

]

O Idealisierungen
® keine Reibungsverluste
® Faden gewichtslos und undehnbar
® Faden ist stabil bei groRen Winkeln «"Stange",
O rucktreibende Kraft
® F=-mgsirf
O Bewegungsgleichung aus Momentengleichgewicht
e d2f/dt? + «g/l, sinf =0
® L 6sung der Bewegungsgleichung:
O nichtlinear® schwierig
O hier analytisch méglich, aber aufwandig
O numerische Lésung

Applet
(]
O im Phasenraum
Applet
o

O neue Phanomene
e Abhangigkeit der Schwingungsdauer von der Amplitude
e unbeschrankter Winkel Uberschlag,
® Naherung kleiner Schwingungen:

26



O Annahme kleiner Auslenkungen
O Gleichung naherungsweise linear
O in praktischen Anwendungen haufig gut erfillt
® \orgehensweise bei der Linearisierung:
O Bewegungsgleichung aufstellen
O stabile Gleichgewichtslageen, bestimmen
O Koordinate x einfihren mit x = 0 im Gleichgewicht
O lineare Naherung fur nichtlineare Krafte durch Taylorentwicklung
® komplett: fex, = o0, + x f'«0Q, + ...
® schrittweise: sinexy X, expex,» 1 + X, X2 » 0 etc.
Einsetzer®
® lineare Gleichung
e Terme 0, heben sich auf *Gleichgewicht,
® Linearisierung beim Fadenpendel:
O Gleichgewichtslagen
e sinf =0pb f =0,p
O Linearisierung uni =0
o x=f
® sinx=x-1/3'2 +1/5 x> F ...
® b i+eg/l,x=0

o

Wpn =
® harmonische Schwingung n
O Linearisierung uni =p
o x=f-p
® sinf =sinp + X, = - sin X
® b i-<g/l,x=0
® x wachst exponentiell
® instabiles Gleichgewicht
e Aufgaben:

g
1

o [Aufgabe®
o [Aufgabe
O [Aufgabe 10

27
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Lineare Schwinger mit einem Freiheitsgrad

e |Ungedampfte freie Schwingung

® |[Freie Schwingung mit viskoser Dampfling
e |[Freie Schwingung mit Gleitreibuhg

e [Erregte Schwingung

28



Ungedampfte freie Schwingung

® Feder-Masse-System:
O Masse m an Feder mit Federkonstanten c

G

EE

Feder Masse

L L

A A L,

O als Applet zum Experimentieren
Applet

°
O Federkraft
® F; =-c x*Hookesches Gesetz,
O Tragheitskraft
([ J Ft =-mi
O Bewegungsgleichung
F, + Ff = 0
=  it+<z =0
T
O Mit der Abktrzung

fc
U-"(] = PR
([ m
O erhalt man
o L twir=0
® L 6sung der Bewegungsgleichung:
[ineare Dgl. mit konstanten Koeffizienten
O Exponentialansatz
® Xeof = ej wt
Einsetzen in die Dgl. liefert Beziehung fiir
o -w2+wp2=0
2 Losungen fuw
® W==xwjg
O damit 2 Lésungen flr x
® X, ,=etiWot

o

(@]

o

o

lineare Dgl. mit reellen Koeffiziente® Realteil und Imaginarteil sind Lésung

29



® Xq°t, = Re{x;} = coswy t,
® Xoot, = Im{x g} = sinewq t,
O allgemeine LOsung ist Superposition vonund X
® Xot, = A coswy t, + B sinwq t,
O harmonische Schwingung mit Frequenz
® f=wgy/2p <Eigenfrequenz,
® Anfangsbedingungen:
O bestimmen von A, B aus
® x<0,=Xy <*Anfangsauslenkung,
® i+0,=vy e*Anfangsgeschwindigkeit,
O Einsetzen in allgemeine Lésuf@y
® A=Xg
® B=vp/wg
O damit vollstandige Losung
® Xet, = Xg COSWqg t, + Vg/Wg Sinwg t,
® Bestimmung von Amplitude und Phasenverschiebung:
O Uberlagerung von Kosinus- und Sinusschwingung ergibt
® Xxof, = £ coswg t +f,
O [Formeln zur Addition harmonischer Schwingungen liefernfmit 0,f , = /2

2
e ()
o
tany = —to
) Lol
O Achtung: ggfp zur Lésung vori addieren!

e Aufgaben:
o
0
o

30



Freie Schwingung mit viskoser Dampfung

® Feder-Masse-System:
O wie oben, aber zuséatzlich mit Dampfer

c

Feder m

o Masse

R

R L e

Dampfer

O als Applet zum Experimentieren
Applet

*Ortsraum,

IS

° *Phasenraum,
O Reibungskraft
(] FR =-bv
O Bewegungsgleichung
® Fr+Fr-mi=0
. b. ¢
= I+—z+—x=0
T m
O mit den Abklirzungen

b
wo ::1/£, 0 =—
° m 2m

O hat man etwas ubersichtlicher
® i+2di+wp2x=0
® L 6sung der Bewegungsgleichung:
O Exponentialansatz xst, ='é filhrt auf folgende Bestimmungsgleichung ffiir
e | 2+2dl +wp2=0
O Ldsung

° ;\]_’2: —0+ ‘\.I'Jz—[dg

O Ergebnis hangt ab vom Vorzeichen des Terms unter der Wurzel
O drei Falle, abhangig vom Dampfungsmald R

31



D<1 ® 2 komplexe Werte flr

D>1 ® 2 reelle Werte fuk

D=1 ® 1 reeller Wert fut

Fall D < 1 egedampfte Schwingung,:
O mit weiterer Abkirzung

o W=\uwi—&?
O st
® | ,=-dtjw
O damit Losungen
® X, pet, = edt gtjwt
O reelle Losung als Superposition von Real- und Imaginarteil

o
xot, =gdleA coswt, + B sinwt,

=gedt coswt+f,

O Darstellung im Ortsraum

2

0 z 4 3 ] 10 12 14

O

Verhaltnis zweier aufeinanderfolgender Maximalwerte
® q:=X/Xjyg =€9T
mit Schwingungsdauer T p2&v
Logarithmierer®
® L :=Ineq,=d T -elogarithmisches Dampfungsmalf3,
Darstellung im Phasenraum

o O

(@]

32



Fall D > 1 «Kriechfall,:
O allgemeine Losung

o z(t) :Ae‘(5+\/‘m)f+3.s“5‘\/m)’f

O A, B aus den Anfangsbedingungen
O Term mit B dominiert bald
O Darstellung im Ortsraum

3

25

05+

35

O Darstellung im Phasenraum

33



25

20 -

=20 F

-25 |

-30
-5

® Fall D =1 eaperiodischer Grenzfall,:
O Grenzfall bei der kritischen Dampfung
® b=2mwg
O Einfacher Exponentialansatz liefert nur eine Lésung
O allgemeine LOsung
® xot, =+A+Bt edt
O mit dem Ansatz
® Xof, = yot, et
O oder einfach Verifizieren durch Einsetzen
O Darstellung im Ortsraum

2 25 3 35

O Darstellung im Phasenraum

34
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O Kklingt bei gegebenemvy am schnellsten ab

O wichtig fur Schwingungsdampfer, Messgerate etc.
Aufgaben:

o

o

o
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Freie Schwingung mit Gleitreibung

® Feder-Masse-System:
O mit Gleitreibung

C m

AV

L T T T
N

O als Applet zum Experimentieren
Applet

° *Ortsraum,

Applet j,
° *Phasenraum,

O Bewegungsgleichung

—pFN |I¢>U

°
O in Standardform
® i+wy2Xx=-wp? Xg signd,

® mit
[
WD = R
e
F
Ip = BN
[ [

® | 6sung der Bewegungsgleichung:
O innerhalb eines Bereichs sv > 0 bzw. v < 0,
® konstante Zusatzkraft
® analog zur Gewichtskraft beim senkrechtem Pendel
o cffektive Verschiebung des Nullpunkts
O Lo6sung durch Einflihrung der verschobenen Auslenkung
T+ TR | >0
T — TR |z <0

O ergibt harmonische Schwingungsgleichung fir g

® Bewegung im Ortsraum:
o}
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1 1 1 1 1
i 2 4 5 g 10 12
t

gleiche Schwingungsperiode wie ohne Reibung
Nullpunkt wechselt bei jedem Bereichswechsel
Abnahme der Amplitude bei jeder Halbschwingung unk2 x

Reibung gréRer als Federkr&ft Stillstand am Wendepunkt mit x| & X
Zahl der Halb-Schwingungen: kleinste ganze Zahl mit

O O O O O

[ ]
® Phasenraum-Diagramm:

Sl
4

O Halbkreise mit verschiedenem Mittelpunkt in oberer und unterer Halbebene
O endet in Strecke [,Xr] auf der x-Achse

e Aufgaben:
O |Aufgabe 1f
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Erregte Schwingung

e [Bestimmung der Differentialgleichung
e |[Harmonische Anregung

® [Schwingungsisolierung

e |Allgemeine periodische Anregung

e |Nicht-periodische Anreguing
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Bestimmung der Differentialgleichung

e Erzwungene Schwingungen:
O Anregung eines schwingfahiges System durch aul3ere Krafte
O Ursachen z.B.
e direkte Kraftibertragung
® Fulpunkterregung
e Unwucht
O Anregung haufig harmonische Schwingung
® Fpet, = F' g cosWHt,
e Aufstellen der Bewegungsgleichung:
O Schwinger mit viskoser Dampfung
O beliebige au3ere Kraftg~

® mi+bi+cx=FK
O mit den Abklrzungen

cC
Wp — —

T
b
D =

2muwg

Fg

fe = 5

° mwy

O istdies

® i+2 DWo.’i‘+W02 X=W02 fe
e Erregerfunktion E:

O gleiche Einheit wie x
O im statischen Falldet, © xg = const:

® X = Xg estatische Verschiebung,

e Schwinger mit FuBpunkterregung:
O System schwingt, weil sich der Boden bewegt

39



| s L

%/////////,ﬁ
utt)

e e
e s A A o

O Bewegung des Bodens: uet,
O Abstand des Schwingers vom Boden

® X,g°t, = Xet, - Ust,
O Dampfung und Feder bezogen aufjxdaher

® i+2Dwg k-2, +Wp2ex-u,=0
O Bewegungsgleichung fiir.

® o +2DWo e +Wo? Xpel =-i® Wo? fe
O speziell fur harmonische Anregung

u(t) = wcos()
2

Q
= fg = 1—5cos(Q)
° &o

® zusitzlicher Fakton?
O Bewegungsgleichung fur x

® i+2Dwgi+Wp2Xx=2Dwgizz+wg2u® wy? fg
O fir harmonische Anregung

faolt) = dicos(Qt) — 2D sin(Q)

L
° = fE cos(ﬂt + gb}
® mit
~ Qz
fe = u 1,’1 + éLD‘*—2
o
Q
tany = 2D—
() Wp

® komplizierter Faktor und zuséatzliche Phasenverschiefpung
® Vergleich der Bezugssysteme
O Absolutsystem x
® |Inertialsystem
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e Kréafte leicht berechenbar
® besser verallgemeinerbar auf gekoppelte Systeme

O Relativsystem ¥,
® X,o leichter messbar
® Abstand zum Boden wichtige GrofR3e
® keine zusatzliche Phasenverschiebung

® Schwinger mit rotierender Unwucht:

O Modell:
® Masse m *Unwucht, rotiert im Abstand r von Drehachse
® beliebige Drehbewegurigt,

® Anregung des Schwingers «Gesamtmasse m, nur in vertikaler Richtung

Y

mr

il

O Rotorbewegung g
—rsin p(t)
=\ recos o(t)
[ ]
O Vertikale Kraft durch Rotor auf Maschine = Gegenkraft zur Beschleunigung des Rotors

F‘l‘ - _mr";fr,y
® = m,r@sing + m,rg’ cosp

O speziell bei konstanter Drehgeschwindigkeit

wp =
= Fg = mr? cos ()
- ?
= fg = m T—g cos(Q2t)
° m Wy
e ebenfalls zusétzlicher Faktav?

e Aufgaben:
O |Aufgabe 18
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Harmonische Anregung

® Simulation:

g
o

Verhalten bei b/m = 0.3/s, ¢/m = #/sind verschiedenen Anregungsfrequenzen
W=0.5/s
® erst Einschwingen, dann harmonische Schwingung
e folgt Anregung leicht phasenverschoben
o W=1.0/s
® sehr grof3e Amplitude *Resonanz, g2
® zur Anregung phasenverschoben
o W=2.0/s
e wieder kleinere Amplitude
® Phasenverschiebung fastgegenlaufig zur Anregung,
® | 6sung der Bewegungsgleichung:
O Erregerfunktion ist harmonische Schwingung

fe(t) = fE cos 2t
° - fE Bﬁ(fgm)
o allgemeine Losung besteht aus Uberlagerung zweier Schwingungen
® X°t, = Xhomogertt, + Xpart*l,

O Xhomogertt,
® L dsung der Gleichung ohne Anregung *homogene Gleichung,
gedampfte Schwingung oder «fiir D > 1, Kriechen
enthalt Abhéngigkeit von Anfangsbedingungen
meistens irrelevant
ndtig, wenn Maximalamplitude gesucht
® Bestimmung einer partikuldaren Losung:
O am einfachsten im Komplexen als Realteil der Losung von

O O

o 21+ 2Duwpz+ wgz = wngeim

O Losungsansatz: Schwingung mit Anregungsfrequenz
o 2(t) = feHe™

O Einsetzen ergibt
o —VH +2DwHjQ +wiH = wp
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2
W

= H =
wi — Q2 + 2DQuwgj
2
_ “o 2 2 .
. = @@ @basy 4~ ) ~ (200w
O durch Zerlegen von H in Polarform
o H=Ve"¥
O erhalt man
vV = wo
V(Wi — 02)? + 4D20%2
¢ —2DQuy
an S ——
° v wp — Q2
O L6sung damit
z(t) = Re{z(t)}
- Re{ fEVe:i(ﬂHw)}
° = fEVcos(ﬂt + )

O VergroRerungsfunktion V = Vielfaches der Amplitude im Vergleich mit statischer Anregung
O EinfUhren des Frequenzverhaltnisses

Rt
° 7 o
O liefert
1
vV =
\/(1 — 1?)2 + 4D
—2D
tang = 2
° 1-n
Vergrof3erungsfunktion:

O graphisch
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[l )
RERg Y=,

oo ooo

O fir kleine Dampfung D << 1,: Maximum béi= 1 *Resonanz,
o Maximalwert fiir D < 1v/2
oz = V1—2D?
1
V T — .
° (71 ) 2D+\/1— D?

® Phasenwinkel:
O graphisch

0

05+

25+

O besondere Félle:
® niedrige Anregungsfreque® Masse folgt direkt
® Resonan® Phasenverschiebungs?2
® hohe Anregungsfrequer® gegenlaufige Bewegung
e Aufgaben:
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O
O
O

Aufgabe 19
Aufgabe 20
Aufgabe 2]
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Schwingungsisolierung

® Problemstellung:
O Verminderung des Einflusses von Schwingungen
O Amplituden und Krafte mdglichst klein halten
O zwei Richtungen:
e Ubertragung von Schwingungen «z.B. durch Unwuchten, auf den Boden «aktive Isolierung,
e Ubertragung von Bodenschwingungen auf die Maschine epassive Isolierung,
o Rechnungen und Ergebnisse in beiden Fallen sehr ahnlich
O betrachten i.f. nur aktive Schwingungsisolierung
® Bodenkrafte beim Schwinger mit Unwucht:

O Amplitude der Erregerfunktion war
MyT o

.fE: —

O Auslenkung
z(t) = VfE cos (2t + )

M.T o

= Vv Qi
Y cos(Q + )

[ ]
O Kraft R auf den Boden durch Feder und Dampfer Gibertr@gen
R = cz+bz
2D .
= ¢ (.’L‘ -+ —:1:)
W
= im,.rff‘V [cos(Qt + ) — 2Dy sin(Q2t + )|
[ ] m

O Addition der beiden Winkelfunktionen ergibt fiir die Amplitude der Kraft
- [ -
R = —m,n*Vy/1 + 4D = FgV /1 + 4D%?
. Ty TT) +4D%*p? = Fg +4D%n

® |Interpretation des Ergebnisses:
o kleine Auslenkung® h? V klein
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[l )
RERg Y=,

oo ooo

VT ¥ D52

O kleine Kraft® klein

B

Lo Jww R e e
[ i i

O MalRnahmen bei bestimmten Bereichen kion

<<1 fur jeden Wert von D gut
»1 mdglichst hohe Dampfung erforderlich
» V2 fast unabhangig von D

>>14/2 moglichst geringe Dampfung erforderlich
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O Problem bei grof3ern
e starke Resonanz beim Hochfahren der Maschine mit kleiner Dampfung
O Lésungsverfahren
® Resonanzbereich mdglichst schnell durchlaufen
® abschaltbare Dampfung, am Anfang zugeschaltet
e Aufgaben:

O (Aufgabe 2P
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Allgemeine periodische Anregungen

e Harmonische Anregung mit Phasenverschiebung:
O Erregerfunktion

o fu(t) = fzcos(Q + 1)
O z.B. im Inertialsystem bei Ful3punkterregung

O bedeutet einfach Verschiebung des Zeit-Nullpunkts
O Lésung entsprechend phasenverschoben

o =(t) = fEV(n, D) cos(Q + 1 + ¢(n, D))
® Periodische Anregungsfunktion:
O fg beliebige Funktion mit Periode T

O darstellbar als Fourierreihe mit Grundkreisfrequéhz 2p/T

fe(t)= i C,, cos(nf + vy,)

) n=0
O jedes Glied der Reihe harmonische Anregung mit Frequenzverhaltnis
Q
n = T1— — TV
. Ui o n

® Partikulare Losung:
O Loésung x,et, fur n-tes Teilglied

o Zn(t) = CnV(nn, D) cos(nft + ¢ + ¢(nn, D))
O Superpositionsprinzi® Gesamtlésung ist Summe der Einzellésungen

z(t) = E C.V(nn, D) cos(nQt + 1, + p(nn, D))
) n=0
O Resonanz kann bei irgendeinem Glied der Reihe auftreten
O Losungsfunktion i.a. sehr verschieden von Anregung
O Schwinger wirkt wie Filter
e Aufgaben:

O |Aufgabe 28
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Nicht-periodische Anregung

e StoRartige Anregung:
O sehr kurzer Kraftstof, Starf e
O beschrieben durcth-Funktion
O Bewegungsgleichung
o i+ 2Dwyi +wjr = wﬁfgé(t)
O Schwinger direkt vor dem Stof3 in Ruhe

O Schwinger direkt nach dem Stol3 nicht mehr erregt
® Anfangsgeschwindigkeitgsdurch StoR3

e danach freie gedampfte Schwingung
O LosungfurD<1

® xswoet, =/ £ get,

® mit der Greensfunktion

. g{t) = \/%e_%t sin(v1 — D?%wyt)o(t)

O im Bild

3

25+

O Herleitung im Anhang
® Zeitverschobener Stof3:
O Kraftstol3 zu beliebiger Zeipt

”

o fpeof = f g Ost - tg,
O shomogene, Bewegungsgleichung héngt nicht explizit von der Zeit ab
O Lésung wie beig = 0, aber zeitverschoben
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”

o xot,=fgget-ty,
® Beliebige Anregungsfunktion:
O zusammengesetzt aus vielen StéRen

3

251 E

=15t ]
=

05+ 4

O in Formeln
| folt) = | ret)ee—t)ar

O Superpositionsprinzip *"Integral = kontinuierliche Sumng@",
ECE | rslt)ele—t)ar

O Wegenset - t', = 0 fur t' > t folgt die Losung als Faltungsintegral
o) = [ se®)ge~t)a

e Aufgaben:
O |Aufgabe 21
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Aufgabe

Aufgabe B
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Aufgabe 1

e Bestimmen Sie das Phasenraum-Diagramm fiir folgende Sagezahn-Schwingung:

1 1 1 1 - 1 1 1 1 1
0 nz2 04 (I 0 1 12 14 16 18 2

53



Aufgabe 2

e Untersuchen Sie das Phasenraum-Diagramm der harmonischen Schwingurijoosawt,
1. Zeigen Sie, dass es eine Ellipse ist und bestimmen Sie deren Halbachsen a und b.

2. Erstellen Sie das Phasenraum-Diagramm mit Matlab.
® Hinweis:
O Die Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen a und b lautet in Koordinatenform

OO

e [L6sung
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Aufgabe 3

e Ein Schubkurbelgetriebe werde zur Umsetzung einer Drehbewegung in eine Schubbewegung

verwendet.
Y
P
Q
ly I2
P
O v R

1. Bestimmen Sie die Ortskurve xst, des Endpunkts Q bei konstanter Antriebsfrequenz

2. | Erzeugen Sie ein Orts- und ein Phasendiagramm fiir verschiedene Werte des
Schubstangenverhaltnisses
ol :=lhll, <1

® [Losung
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Aufgabe 4

e Bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten der folgenden Rechteckschwingung eder Einfachheit halber
ohne Einheiten;:

08

06

04 r

n2r

02k

04tk

-0B -

0.8+

® [Losung
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Aufgabe 5

‘\ Untersuchen Sie das Fourierspektrum der Schubkurbelbewegyng aus Alifgabe 3:

1. Berechnen Sie mit Hilfe der quadl-Funktion die ersten 10 Fourierkoeffizienten fir die
Schubstangenverhéltnisse= 0.4 und = 0.99. Stellen Sie die Spektren graphisch dar.
2. Rekonstruieren Sie die Ortskurven aus den Fourierkoeffizienten mit dem Applet Fouriersynthese

mit Kosinusfunktionen.
3. Uberprufen Sie die Ergebnisse, indem Sie mit Matlab jeweils die 10 Schwingungen explizit

addieren und zusammen mit den Ortskurven der Schubkurbelbewegung plotten.

® Hinweise:
O Zur Berechnung der Fourierkoeffizienten bietet sich eine Schleife an, die in Matlab mit dem

for-Kommando realisiert wird.
O Die Koeffizienten lassen sich tbersichtlich mit einem Stem-Plot darstellen.

® [Losung
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Aufgabe 6

® Eine Masse m héangt an einer an der Decke befestigten Feder mit der Federkonstanten ¢ und schwingt

unter ihrem Eigengewicht.
1. Stellen Sie die Bewegungsgleichung auf. Verwenden Sie als Koordinate x die Auslenkung der

Feder aus ihrer Ruhelage.
2. Bestimmen Sie die Auslenkung,mei der die statischen Kréfte im Gleichgewicht sind.

3. Die Koordinate q sei definiert als Abweichung von der Gleichgewichtslage

O g:=X-Xg
Schreiben Sie die Bewegungsgleichung mit Hilfe von q.

e [L6sung
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Aufgabe 7

e Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung einer zwischen zwei Federn eingespannten Masse m, die die
Federn durch ihr Gewicht symmetrisch nach unten auslenkt:

N

® Nehmen Sie an, dass bei waagerechter Position beide Federn entspannt sind *keine Vorspannung,.
° ‘\ Berechnen Sie die Gleichgewichtslage der Masse fir folgende Werte der Parameter:

o m =350 kg

0 ¢=15-16 N/m

O =50 mm

® [Losung
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Aufgabe 8

® Ein Pendel der Lange | und der Masse m werde durch eine Feder in der Nahe der Uberkopfstellung
gehalten. Die Feder sei genau in der senkrechten Pendellage entspannt.

e e
e oot

1. Stellen Sie die enichtlineare, Bewegungsgleichund féuf. Vernachlassigen Sie dabei die
leichte Schraglage der Feder.

2. Bestimmen Sie alle Gleichgewichtslagen.
3. Linearisieren Sie die Bewegungsgleichung um die Gleichgewichtslagen.
4. Was geschieht bei halb so grof3er Federkonstanten c?
5. Analysieren Sie lhre bisherigen Ergebnisse algebraisch: Fur welche Werte der Konstanten gibt
es nur einen oder mehrere Gleichgewichtslagen, wann sind sie stabil?
o Werte:
O 1=18m
O a=15m
O m=10Kkg
O € =100 N/m
o g=9.81m/3d

® [Losung
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Aufgabe 9

® Ein starrer masseloser Hebel wird durch eine Feder in waagerechter Position

gehalten. Wird er am Ende mit einer Masse m belastet, beginnt er zu schwingen.
I 1 |

%//l//;’//l/////////////////%

1. Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung des Systems unter Vernachlassigung der kleinen
horizontalen Verschiebung der Feder. Berechnen Sie den Gleichgewichtswinkel und
linearisieren Sie die Gleichung.

2. Erweitern Sie die Bewegungsgleichung, indem Sie die seitliche Auslenkung der Feder
berticksichtigen. Behandeln Sie die Masse vereinfacht als Punktmasse am Angriffspunkt der
Feder.

® [Losung
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Aufgabe 10

® Eine Masse bewege sich reibungsfrei auf einer schiefen Ebene. AuRerdem ziehe ein durch ein Seil
umgelenktes Gewicht der Masse m an ihr:

g

m

a\ 3
]

1. Stellen Sie die *nichtlineare, Bewegungsgleichung fiir q auf.
2. Bestimmen Sie die Gleichgewichtslage.
3. Linearisieren Sie die Bewegungsgleichung um die Gleichgewichtslage.

® [Losung

62



Aufgabe 11

e Um das Tragheitsmoment J eines Rades zu bestimmen, wird es am Ende einer Stahlwelle
*Schubmodul G, der Lange | und des Durchmessers d befestigt und in Torsionsschwingungen
versetzt. Deren Schwingungsdauer T wird gemessen als T = 0.25 s. Wie grof3 ist J?

® Hinweise:

O Das polare Flachenmoment 2. Grades fir einen kreisformigen Querschnitt mit Durchmesser d
betragt
® Ip=p d4/32
O Das Tragheitsmoment der Welle werde vernachlassigt.
o Werte:
O d=30mm
O [=0.90m
o G=8-10% N/m?
® |Losung
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Aufgabe 12
e Untersuchen Sie das System [aus Aufgdbe 8.

1. Bestimmen Sie die Schwingungsdauer T fur kleine Auslenkungen.

2. Was ergibt sich, wenn der Wert der Federkonstanten nur ¢ = 50 N/m betragt?

3. ‘\ Losen Sie die nichtlineare Schwingungsgleichung mit Matlab und vergleichen Sie die
Schwingungsdauer mit dem gendherten Wert aus a. fiir verschiedene Anfangsauslenkungen.
Untersuchen Sie auch die Losung fir den kleineren Wert von c.

e [L6sung
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Aufgabe 13
e Untersuchen Sie das System faus Aufgabe 10.

1. Bestimmen Sie die Gleichgewichtsposition und die Schwingungsdauer T fir kleine
Auslenkungen.

2. ‘\ Losen Sie die nichtlineare Bewegungsgleichung mit Matlab fur verschiedene
Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage und vergleichen Sie die Schwingungsdauern mit dem
Ergebnis von a.

e Werte:
O L=2m
O a=25°

O Anfangsauslenkungen 0.1 m, 0.5 m, 0.93 m

® [Losung
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Aufgabe 14

® Bei einer schwach gedampften Schwingung beobachtet man, dass nach 10 Schwingungen die
Amplitude um 30% abgenommen hat. Die Periode bestimmt man zu 35 s.
® Ermitteln Sie daraus das logarithmische Dampfungdmafd das Dampfungsmal3 D.

® [Losung
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Aufgabe 15

® Eine Masse von 1 kg schwinge fast ungedampft mit einer Frequenz f = 50 Hz. Um die Schwingung
mdglichst rasch herabzudampfen, soll eine von drei Dampfungseinheiten mit den
Dampfungskonstanten 400 kg/s, 600 kg/s , 800 kg/s eingebaut werden. Welche?
1. Ermitteln Sie jeweils das Dampfungsmald D und entscheiden Sie daran.
2. Um welchen Faktor ist bei jedem der drei Dampfer die Schwingung nach 1/50 s abgeklungen?
Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit a.

® [Losung
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Aufgabe 16

® Betrachten Sie das System aus Abschnitt Aufstellen der Bewegungsglgeichung

uE

Pz

1. Wie groR sind die Schwingungsdauer T und das Dampfungsmass D ?
2. Wie grof3 muss b sein, um Schwingungen mdglichst schnell zu unterdriicken?
o Werte:
O c1 =75N/m
Cor = 25 N/m
b =10 kg/s
m = 1.2 kg
J=0.1kgm
r=02m
® [Losung

O O O O O
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Aufgabe 17

® Gegeben sei das System
Co m J

AN

D T T
e e

R e e A R
&\\\\\\\\N

mit den Werten

m =2kg

J =1 kg n?

C1 =70N/m

C2 =40N/m

r =0.2m

rh =04m

m =0.12

1. Stellen Sie die Bewegungsgleichung fur den Drehwinleeif.

2. Bestimmen Sie die Schwingungsperiode T.

3. Wie grol} ist die Abnahme der Schwingungsamplitude gvpro Schwingung?
4. Die Scheibe sei anfangs um 90° gegen die Gleichgewichtslage ausgelenkt. Wieviele

Schwingungen macht sie und bei welchem Winkel kommt sie zur Ruhe?

e [L6sung
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Aufgabe 18

e Ein Hebel der Masse m sei schwingfahig und gedampft gelagert. Die Federvorspannung halte ihn in

horizontaler Position im Gleichgewicht, und es wirken harmonische Krafte und Momente auf ihn:
L FD cosOt L L
| 2 4 | 4 |
! ! ! M, cosQt

IR
¢ bLJ

1. Stellen Sie die Bewegungsgleichung fur den Drehwinleelf. Nehmen Sie dabei den Winkel
als klein an.

2. Bestimmen Sie Eigenfrequeng, Dampfungsmalfd D und Amplitud?eE der Erregerfunktion.

e \Werte:
O L=18m
O m=18.5kg
O ¢ =4000 N/m
O b =2000 kg/s
O Fo=500N
O Mg =150 Nm

® [Losung
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Aufgabe 19

® Das System a 18 werde angeregt mit einer Kreisfrequeli¢v80 1/s. Wie grol} ist die
Nickamplitude «in Grad, und wie grof3 ist die Phasenverschiebung zwischen Anregung und
Bewegung?

e [L6sung
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Aufgabe 20

e Eine Maschine der Masse m = 1.5 t steht auf sechs gleichen Federn der Federkonstante*c = 3 - 10
N/m. Sie werden gedampft mit einem Dampfungsgrad D = 0.15. Aufgrund einer Unwucht treten bei
einer Drehzahl von n= 500 U/min Schwingungen mit einer Amplitude vopA1 mm auf.

Wie muss die Drehzahlngewahlt werden, damit die Amplitude nur noch A 0.1 mm betragt ?

® [Losung
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Aufgabe 21

e Ein Auto werde modelliert als ein Schwinger, der Uber eine Feder und einen Dampfer mit dem Rad
verbunden ist:

m v

: ub

Das Rad bewege sich auf einer welligen Stral3e der Form
O yex, = ¥ cosed x/l

® Wie grof3 ist die Amplitude der Beschleunigung im Fahrzeug? Fuhren Sie die Berechnungen sowohl
im Inertialsystem als auch im Relativsystem durch!
e Werte:

m =500 kg
cC =4-10 N/m
b =3000 Ns/m
v =52m/s

=0.01m

wrs

[ =25m
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e [L6sung
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Aufgabe 22

e Ein Dieselgenerator der Massg,n¥ 300 kg steht auf einem schwingend aufgehangten Fundament.
Bei einer Drehzahl n = 2400 p/min wird aufgrund einer Unwucht im Generator eine harmonische
Kraft mit einer Amplitude voif' ¢ = 1.6 - 1¢ N auf das Fundament Uibertragen.

QCQ m,r

Mg

e e e e
e e
e

c% b |

0] Gt /LlJ 7

® Die Eigenschwingungen des Systems sollen mit D = 0.08 gedampft werden. Wie grol3 muss die
Masse des Fundaments sein, damit seine Schwingungen eine Amplituéle tamm haben und nur
4% der Erregerkraft auf den Boden Ubertragen werden?

® [L6sung

75



Aufgabe 23

e FEin gedampfter Schwinger der Masse m = 500 kg, Federkonstanten ¢ 2 Bl/m@nd der
Dampfung D = 0.1 wird periodisch T = 2 s, durch symmetrische Rechteckimpulse der Amfilitude
£ = 0.1 m angeregt. Die Erregerfunktion hat die Fourierdarstellupg ss. Aufgabe 4,

EOR 0.1m% (sin(‘:rtfs) 4+ %sin(&‘rﬁ/s) + %si.n(-‘iﬂt/s) s )

® Berechnen Sie die Fourierkoeffizienti:n ... & g der sich ergebenden Schwingung.

® [Losung
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Aufgabe 24

e Ein LKW, modelliert als gedampfter Schwinger mit Eigenfrequepaind Dampfungsmalf3 D, wird
durch plétzliches Aufbringen einer Ladung in Schwingungen versetzt. Nach deren Abklingen liegt
der Aufbau um % = 0.10 m tiefer als vorher. Berechnen Sie die Schwingungsform des Aufbaus.

o \Werte:

O wq = 1/s
o D=1n2

® Hinweise:

O Beschreiben Sie die Erregerfunktign durch eine Sprungfunktion

® fpet, = f E Set,
O Wie grof3 istf E?
O Verwenden Sie

1
/ e “sinrdr = —Ee_z(sinz + cosT)
°

® [Losung
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Anhang

[Exkurs: Komplexe Zahlen
|[Exkurs: Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizignten
[Herleitung: StolRantwort des erregten Schwirjgers

[Matlab-Beispielp
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Exkurs: Komplexe Zahlen

e Komplexe Zahl:
O gegeben durch Realteil x und Imaginarteil y
® z=XxX+jy
O veranschaulicht in der Ebene
Im

Re

X
O Polardarstellung mit Lange r und Winkel
r=lzl = z?+y?

tang = g
T

o Umkehrung
I = TCOsSp
e ¥ — Tsing
O komplex konjugierte Zahl
e Z=T—Jy
® Grundrechenarten:
O Addition/Subtraktion komponentenweise

o 71T 22 = (21t 22) + j{1n T 12)
O Multiplikation mit j2 = -1

o 2122 = (T1Z2 — i) + F(Z1y2 + T221)
O Division durch Erweitern mit dem komplex Konjugierten des Nenners

1 +jpn (21 jn) (T2 — jue)
T2ty (z2 + jy2)(z2 — jy2)
Tyt Y2 | Tal — Tils
. R B R

e FEulerformel:
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O Beziehung fur komplexe Exponentialfunktion
o € =cosp+ jsing
O erlaubt Polardarstellung als
o T+jy=re"¥
O Berechnung beliebiger Potenzen damit
o _ je\T _ o _jop
A (re;' ) = r%’
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Exkurs: Lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten

e Grundtyp der Gleichung 2. Ordnung:
O filr gesuchte Funktion Xet,

o aI +bi +cz = f(t)
o homogerlJ fet, =0
O inhomogerlJ fot, 1 0
® | dsungen der homogenen Gleichung:
O in der Regel zu finden durch Exponentialansatz
e wahlweise reell

o z(t) = e

e oder komplex
O Linearkombination von Losungen ist LOsung
O komplexe Losundp Realteil und Imaginarteil sind Losungen <bei reellen Koeffizienten a, b, c,
O Losung hangt von 2 Parametern ab *Anfangsbedingungen!,

® | Odsungen der inhomogenen Gleichung:
O finde eine einzige Losungs¥e *t, der inhomogenen Gleichung

O Lésung der homogenen Gleichung sgipet,
O allgemeine Losung dann

® Xet, = Xpom*t, + Xspezt,
O wenn Summe als Inhomogenitat

o f=f, +f,

® Xx; Losungzufei=1,2,

® b X=Xq + Xy istLosung zu f
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Stol3antwort des erregten Schwingers

® Bewegungsgleichung
o %+ 2Duwyi + wpz = wgfgé(t)
e Schwinger direkt vor dem Stol3 «Zeitpunkt Oh Ruhe
O x07,=0
O £¢07,=0
® Berechnung der Lsung:
O Integration der Bewegungsgleichung vog kiis ty ®

, (o) — 5(~t) + 2Dn(alts) — 3(—t) + i [ “ a(6) dt = wi f

io

O Grenzibergangt® 0, Stetigkeit von Xst®
o #(0%) —3(07) = wife

O Geschwindigkeit springt von 0 auf
o w0 :=3(07) = wng

O Losung fur t > 0 durch Anpassen der Anfangsbedingungen an freie Schwingung

O furD<1
z(t) = 20 =3t gin wi
W
_ _fE e~ P40t sin(v/1 — D2wgt)
° 1—-D72

O mit Sprungfunktiorst, definiert man die StoRantwort

O \/%E_D“"t sin(v/I — D2uwyt)o(t)

O dann gilt fur alle t
® xswoet, = f e get,
O analoge Sprungfunktionen flurD1
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Applets

Fouriersynthese mit Sinusfunktionen
Fouriersynthese mit Kosinusfunktionen
Fourieranalyse

Federpendel

Federpendel mit viskoser Dampfung

Federpendel mit viskoser Dampfung im Phasenraum
Federpendel mit Coulomb-Reibung

Federpendel mit Coulomb-Reibung im Phasenraum
Erzwungene Schwingung

Mathematisches Pendel

Mathematisches Pendel im Phasenraum

84



Matlab-Beispiele

chubkurbel.

H 1511 2= od | el 1 (811 (82
N[O ]I [ |
XXX XXX
OOV D] D] D] | N
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ex2.m

% Ellipse in Parameterdarstellung
a=1.95;

b =0.95;

t = [0:2*pi/100:2*pi]; % Zeitwerte
X = a*cosst,;

V = b*sinet,;

plotex, v, 'K',;

% Beschriftungen der Achsen

axis equal
h = ylabel'V';;
h = xlabele'x’,;
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ex3a.m

% Schubkurbelschwingung, Ortskurve
|_2 =1.0; % beliebiger Wert fuer 1_2
w =1.0; % beliebiger Wert fuer omega

tmax = 4*pi;
t = [0:tmax/400:tmax];

la=0.2;
x1 =|_2*la*cosew*t, + sqrtel - la"2*sinew*t,."2,,;
la=0.3;
X2 = |_2*la*cosew*t, + sqrtel - la”2*sinew*t,."2,,;
la=0.4;
X3 = |_2*la*cosew*t, + sqrtel - la"2*sinew*t,."2,,;

plotet, x1, t, X2, t, x3,;
axis*[0 tmax 0.5 1.5],;
ylabels'xst,';
xlabels't';

legends'€lambda=0.2', ‘€lambda=0.3','€lambda=0.4', 0,
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ex3b.m

% Schubkurbelschwingung, Phasenraum
|_2 =1.0; % beliebiger Wert fuer 1_2
w=1.0; % beliebiger Wert fuer omega

tmax = 2*pi;
t = [0:tmax/400:tmax];

la=0.2;

x1 =|_2*la*cosew*t, + sqrtel - la"2*sinew*t,."2,,;

vl = -|_2*w*la*sinew*t, .* «1 + ela*cosew*t,,./sqrtel - la"2*sinew*t,."2,,;
la=0.3;

X2 = |_2*la*cosew*t, + sqrtel - la"2*sinew*t,."2,,;

v2 = -|_2*w*la*sinew*t, .* «1 + ela*cosew*t,,./sqrtel - la"2*sinew*t,."2,,;
la=0.4;

X3 = |_2*la*cosew*t, + sqrtel - la”2*sinew*t,."2,,;

v3 = -|_2*w*la*sinew*t, .* «1 + ela*cosew*t,,./sqrtel - la"2*sinew*t,."2,,;

plotex1, v1, x2, v2, X3, v3,

%axise[0 tmax 0.5 1.5],;

ylabels'v',;

xlabels'x',;

legends'€lambda=0.2', ‘€lambda=0.3','"€lambda=0.4', 0,

88



ex5.m

% Loesung von Aufgabe 5

% keine grauen, sondern weisse Rahmen um Plots egenerell,
sete0,'defaultfigurecolor','white’,;

% Berechnung der Integrale fuer die Koeffizienten

T=1; % Schwingungsdauer

om = 2*pi/T;

12=1;

N =10; % Zahl der Harmonischen

al = zeroseN+1, 1,; % Spaltenvektor mit den Koeffizienten
% Achtung: Zaehlung beginnt bei 0, in Matlab bei 1!
a2 = zeroseN+1, 1,;

11=0.4;

for | = O:N
f1l = @st, schubkurbelst, om, 11, 12,.*coseI*om*t,;
alel+1, = 2/T*quadf1, 0, T,

end
11 =0.99;
for | = O:N

f2 = @st, schubkurbelst, om, I1, 12,.*cosel*om*t,;
a2el+1, = 2/T*quad-f2, 0, T,;
end

% Ausgabe und Plot der Koeffizienten

al

a2

n =+0:N,’;

x =[n-0.1, n+0.1];
y =[al, a2];

h = stemex,y,;

setehe1,,'MarkerFaceColor','blue’,
setehe2,,'MarkerFaceColor','red','Marker','square’,
xlabel*'n','FontSize’, 14,;

ylabels'a_n','FontSize', 14,

titles'Fourierkoeffizienten der Schubkurbelbewegung','FontSize', 16,;
legends'€lambda = 0.4', ‘€lambda = 0.99';;

axis*[-0.3 10.5-0.2 2],;

F = getframeegcf,;
imwriteeF.cdata, 'bild56.png',;

% Ortskurven explizit bzw. als Summation der Harmonischen
t=0:0.01:2;

11=0.4;

x1 = schubkurbelst, om, 11, 12;;

alel, =alel/2;
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x1fourier = al™*coseom*n*t,;

plotet, x1, t, x1fourier,;

titles'Schubkurbelbewegung, €lambda = 0.4','FontSize’, 16,;
xlabel*'t','FontSize', 14,;

ylabels'xst,','FontSize', 14,;

F = getframeegcf,;
imwritesF.cdata, 'bild67.png’,;

11 =0.99;

x2 = schubkurbelst, om, 11, 12,;
a2el, = a2¢1,/2;

x2fourier = a2"*coseom*[0:N]"*t,;

plotet, x2, t, x2fourier,;

titles'Schubkurbelbewegung, €lambda = 0.99','FontSize’, 16,;
xlabel*'t','FontSize', 14,;

ylabels'xst,','FontSize', 14,;

F = getframeegcf,;
imwritesF.cdata, 'bild68.png’,;

% vergroesserter Ausschnitt
axise[1.2 1.8 0 0.16],;

F = getframeegcf,;
imwritesF.cdata, 'bild69.png',;
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ex’/.m

% Loesung von Aufgabe 7
m = 350;

c = 1.5e6;

| = 50e-3;

g=9381

func = @sy, y.*1 - 1./sqrtel +y."2,;

y =0:0.01:5;

f = funcey,;

plotey,f,

xlabels'y’,

ylabels'fey,’,

F = getframeegcf,;
imwriteeF.cdata, 'bild70.png',;

p = m*g/e2*c*,
yO = fzerOO@Oy, fUnC’y,'p, O,
x0 = I*y0

91



exl2.m

function ex12e,
% Loesung von Aufgabe 12

|=1.8; % laenge inm

a =1.5; % Federangriffspunkt in m
m =10; % in kg

¢ =100; % in N/m

c2 = 50;

g=9.81;%in

% Kreisfrequenz
omega = sqrtea™2*c/sI"2*m, - g/l
T = 2*pi/lomega

% anderes ¢
omega2 = a’2*c2/s1"2*m, - g/l

% Teil ¢
% starke Feder

% Gleichgewichtslage
phig = acossm*g*l/«a”*2*c,,;
phi0 =[0.1, 0.4, phig-0.01, phig+0.01]; % Anfangswerte

func = @-t,y, dgl12-t, y, g/l, a*2*c/sm*I"2,,; % Parameter in dgl12 einsetzen
[t1, y1] = oded5<func, [0 2*T], [phiO-1, O],;
[t2, y2] = ode45<func, [0 2*T], [phi0-2, 0],;
[t3, y3] = oded5<func, [0 2*T], [phi0-3, 0],;
[t4, y4] = oded5<func, [0 2*T], [phiO4, 0],;

plotetl, yle:,1,, 12, y2e:,1,, 3, y3e:,1,, t4, y4e:,1,;

hold on;

plote[0 2*T], [0 O], 'k-',; % t-Achse

plote[0 2*T], [phig phig], 'k:';; % Gleichgewichtslage

plote[T T], [-phig 2*phig], 'k:';; % Schwingungsdauer, linearisiert
hold off;

% Beschriftungen

titlee'Schwingungen bei verschiedenen Auslenkungen', 'FontSize', 16,;
ylabel*'phi', 'FontSize', 14,;

xlabels't [s]', 'FontSize', 14,;

axise[0, 2*T, -phig, 2*phig],;

legend«'0.1', '0.4', 'phig-0.01','phig+0.01', 'Location', '‘Best’,

F = getframeegcf,;
imwriteeF.cdata, 'bild71.png',;

% Teil ¢
% schwache Feder

func = @-t,y, dgl12-t, y, g/l, a"2*c2/sm*1"2,,; % Parameter in dgl12 einsetzen
[t5, y5] = ode45<func, [0 20], [0.1 0],;
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plotet5, y5e:,1,, 'b-', [0 20], [0 0], 'k-';;

% Beschriftungen

titles'Bewegung bei schwacher Feder', 'FontSize', 16,;

ylabele'phi', 'FontSize', 14,;
xlabel*'t [s]', 'FontSize', 14,;

F = getframeegcf,;
imwritesF.cdata, 'bild72.png’,;

%
function dydt = dgl12-t, y, a, b,

% rechte Seite der DGL bei Aufgabe 12
% a = g/l, b = a"2*c/sm*I"2,

dyl =ye2,;
dy2 = a*sineyel,, - b*sineye1,, .*coseyl,,;
dydt = [dy1 dy2];
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ex13.m

function ex13e,
% Loesung von Aufgabe 13

L=2; % m
alpha = 25*pi/180; % rad
g=9.81; % m/s"2

% g0 und T bei kleiner Auslenkung

g0 = L*tanealpha,

omega0 = sqrteg/L,*sqrtecosealpha,3 / «1 + sinealpha,"2,,
T = 2*pi/omega0

dx =0 -[0.1 0.5 0.93]; % Anfangswerte

func = @st,y, dgl13-t, y, L, alpha,; % Parameter in dgl13 einsetzen
[t1, y1] = ode45<func, [0 €], [dx-1, O],;
[t2, y2] = ode45<func, [0 €], [dx=2, 0],;
[t3, y3] = ode45<func, [0 6], [dxe3, 0],;

plotetl, y1e:,1,, t2, y2e:,1,, t3, y3e:,1,,;

hold on;

plote[0 6], [d0 q0], 'k-';; % Gleichgewichtslage

plote[T T], [0 2.1], 'k';; % Schwingungsdauer, linearisiert
hold off;

% Beschriftungen

titlee'Schwingungen bei verschiedenen Auslenkungen', 'FontSize', 16,;
ylabels'q [m]', 'FontSize', 14,;

xlabels't [s]', 'FontSize', 14,;

axis*[0 6 0 2.1],;

legend«'0.1 m', '0.5 m', '0.93 m', O,

F = getframeegcf,;
imwriteeF.cdata, 'bild66.png',;

%
function dydt = dgl13-t, y, L, alpha,
% rechte Seite der DGL bei Aufgabe 13

dyl =ye2,;

g=9.81; % einfach konstant

fak = 1./sqrteL"2 + y=1,12,;

dy2 = eg*sinealpha, - L"2*ys1,.*fak."4.*ye2, 2 - g*fak.*yel,, ...
J el + yel, "2 *fak."2,;

dydt = [dy1 dy2]’;
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schubkurbel.m

function x = schubkurbelst, om, I1, 12,

% Ortskurve xet, der Schubkurbelschwingung
% om Kreisfrequenz

% 11 Laenge der kuerzeren Schubstange
% 12 Laenge der laengeren Schubstange

la=11/12; % Schubstangenverhaeltnis
X = |2*sla*coseom*t, + sqrtel - la"2*sineom*t,."2,,;
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Losung von Aufgabe 1

® Die Ableitung der Sdgezahn-Schwingung besteht aus zwei konstanten Abschnitten:
O dem langsamen Anstieg mit der Geschwindigkeitv4d.44 m/s

O dem schnellen Abfall mit der Geschwindigkeit¥ -40 m/s

T T T 10

21 A A

x [m]

0 05 : 15 z
t[s]
® Das Phasenraum-Diagramm beginnt bei der Geschwindigkeihd einer Auslenkungt-. Die

Kurve bewegt sich bei konstanter Geschwindigkeit bi zDann folgt ein Sprung zur
Geschwindigkeit v bei gleichem x und eine Riichbewegung mit konstanterimvBild
v

Y
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Losung von Aufgabe 2

1. Berechnung des Phasenraumbilds:
® Die Geschwindigkeit erhalt man als
O #=-wafsinwt,
Damit ist der Phasenraum-Punkt als zweidimensionalen Vektor

T\ I cos wt
o z |  \ —wisinwt

Dies ist die Parameterdarstellung einer Ellipse mit den Halbachsen
O a=#,b=wt.

Mit Hilfe der Beziehung
O cosewt, + sinZewt, =1

rechnet man dies in die Koordinatendarstellung der Ellipse um:

2 2y 2
(i) + ( Eﬁ) = cos? wt + sinfwt =1
@]

T wT

2. Graphische Darstellung mit Matlab
® Das Matlab-Skrigt ex2m erstellt das Phasendiagramm

15F T T T T T T T E

05t B

05 <
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Losung von Aufgabe 3

1. Berechnung der Ortskurve:
® Der Cosinussatz fur das Dreieck OPQ liefert

o B=05+1"—2hzcosyp
Nach x auflose®

Tz = Ilcosgo:l:\/lfcosgtp—lf—l—@

o = lcospd /12— 2sin®p

Negatives Vorzeichen entfallt wegen* |, x > 0. Einfihren voh ergibt

o T =l{Acosg+4/1 — A2sin p)

® Gleichmafige Umdrehung heisst
o f=wt
® also

5 r(t) = I (}\ cos(wt) + \/1 — A2 sinz(wt))

2. Graphische Darstellung mit Matlab
e Das Matlab-Skrigt ex3a]m zeigt die Ortskurven bei verschiedenen Wertén von

— A=D.2
— A=0.3
— A=04

04 r 1

08+ B

07 1

06+ B

05

1 1 1 1 1 1
0 2 4 5 a 10 12
t

® Durch Ableiten und leichtes Zusammenfassen erhéalt man die Geschwindigkeit

o ) A cos(wt) )
v(t) = o(t) = —Algwsin(wt) [ 1 +
o ) ) ) ( \/ 1 — AZsin’(wt)

e Das Matlab-Skrigt ex3bJm erstellt damit das Phasendiagramm:
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0s

— A=D2
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Losung von Aufgabe 4

® Aus der Zeichnung liest man ab

{1 Jt=0..1
oz(t)_{—l [t=1...2

® Durch Aufspalten des Integrals erhalt man also

1 g2 -
c, = Ej; z(t)e ™" dt

1771 . 2
= = (/ e It gy — / g It di:)
2 \Jo 1

s (e — e )

E—jnw .

1 ) ) ,
— i —gnw 2w — g
= 3 e (e 1—¢e + e )
o}
® Ausw = 2p/T =p folgt
1 . )
T —jnw 9 _ _—jn2w
5 c, = jZ?m (2& 1—e€ )
e Mit den Beziehungen

o e—jn:r _ (_l)n:‘ e—jnﬂ:ﬂr =1

® |asst sich g weiter einfachen zu
1
= j—-2((—-1)" -1
tn = Jg ((=1)"—1)

{ —_',t'i |n ungerade
™

o 0 |n gerade

® Die Kosinusreihe verschwindet wegen
O a,=c,+tCcy=0

o Die Koeffizienten der Sinusreihe sind

by = jlen — €-n)
4
B — |n ungerade
= ™
o 0 |n gerade

® Das Spektrum hat daher folgende Form:
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Losung von Aufgabe 5

Das Matlab-Skrigt ex5.Jn berechnet alle benétigten GréRen und erstellt die geforderten Plots.
Bemerkungen dazu:

1. Bestimmung der Fourierkoeffizienten
® Die Ortskurve xt, der Schubkurbelbewegung ist gerade ssymmetrisch zur x-Achse,, denn fiir

5 r(t) = I (}\ cos(wt) + \/1 — A2 sinz(wt))

e (ilt offensichtlich
O Xe-t, = Xet,
e Dabher sind die Koeffizienten,bder Sinusreihe alle 0.
® Die Parametery undw spielen fiir die Form des Spektrums keine entscheidende Rolle:
O |, skaliert «bei festem Schubstangenverhaltniediglich xst,, ist also fir alle
Fourierkoeffizienten ein gemeinsamer Faktor;
O w tritt nur als Faktor von t auf, gibt also die Grundfrequenz vor, ohne die Koeffizienten zu
beeinflussen.
® Im weiteren werden sie fest gewahlt zu
ol,=1
O w=2pealsoT=1,
® Zur Berechnung der Kosinusreihe werden die Integrale

2 4T
= — t t) dt =012 .
Oan T/(] () cos(nwt) 7 1,2,

e mit Hilfe der Matlab-Funktion quad| berechnet. Dazu muss die Ortskurve xet, selbst als

Matlab-Funktion definiert werden, etwa wid in schubkurbel.m.

e quadl erlaubt keine Vektoren als Funktionsparan®@té&erechnung deraals for-Schleife

Uber n
® Ergebnisfil =0.4
o)
n| o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

anp | 1.9174| 0.4000 0.0417 0.0000 -0.0005 0.0000 0.0000 0.pO0CO 0(0000 0.0000 p.0OOO

O Bei normalen Werten fir reicht es in der Regel aus, die 1. Oberschwingung *n = 2, zu
bertcksichtigen. Wichtiger Anwendungsfall: Motorvibrationen im Kraftfahrzeug.

® Ergebnis ful =0.99
o}
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n

0

1

2

3

4

6 7

8

9

10

an

1.3095| 0.990(

0.3964 0.00(

D0 -0.06

81 0.0

D00 0.0243 O.

0000 -0

0111 (

.0000

0.0057

O | » 1® hohere Oberwellen treten auf.
e Darstellung der Koeffizienten mit der speziellen Plotfunktion stem und einigen Tricks

(@)
o
O

(@)

® Achtung:

18}

161

141

121

nar

06k

04r

nZr

-0.2

Fourierkoeffizienten der Schubkurbelbewegung

—e =104

— @ A=033f

hold on zur Darstellung mehrerer Kurven in einem Plot
Verschiebung in x-Richtung um * Plots erscheinen nebeneinander
Legende handgestrickt mit text und explizitem Plot eines Rahmen
2. Ortskurve mit Applet

® Eingabe der Koeffizienten liefert erwartete Ortskurven

o Offset = g/2

3. Plotten der Ortskurven mit Matlab
e Summation der Harmonischen nicht Gber Schleife, sondern mit Matrix-Operationen

(@)

t

om*[0:N]"*t

a*coseom*[0:N]"*t,

Vektor mit Zeitwerten

Matrix, jede Zeile eine Zeitreihe, jeweils anderes n pro Zeile

Matrixmultiplikation® Jede Zeile wird mit dem entsprechenden
Wert &, multipliziert und alles aufaddiert

e Plot liefert Ubereinstimmung von originaler Ortskurve und Fourierreihe
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Schubkurbelbewegung, A = 0.4
15 T T T T T T

Schubkurbelbewegung, 3 = 0.99

o
® erst VergréRerung zeigt leichte Abweichunglbei 0.99

104



Schubkurbelbew

egung, 3 = 0.99
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Losung von Aufgabe 6

1. Bewegungsgleichung:
® Die Koordinate x sei 0 bei entspannter Feder und positiv bei Auslenkung nach oben. Dann erhélt
man folgende Krafte:
O Federkraft i = -cx
O Gewichtskraft i = -mg
e Die Kraftebilanz liefert also die Bewegungsgleichung
O -CX-mg=m§
® bzw.
O #+ec/m,x=-g
2. Gleichgewichtslage:
® Im Gleichgewicht gilt
O -CXxg=mg
® also
O Xg =-mglc
3. Umschreiben auf Koordinate q:
® Die Koordinate x kann leicht durch g ausgedrickt werden

o) J::q—l—_'rg, _'L‘:q, I;:q
® Einsetzen in die Bewegungsgleichung liefert
. C
o It latz)=—g
e Mit dem Wert von y folgt

. c
g+—g=0
o) M

e \Wahlt man also als Koordinate die Abweichung vom Gleichgewicht, so tauchen die statischen
Kréfte in der Bewegungsgleichung nicht mehr auf.
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Losung von Aufgabe 7

® Bei symmetrischer Lage der Masse heben sich die waagerechten Anteile der Federkrafte auf.
® AuslenkungDl einer Feder

o Al=vVz2+12 -1

e entsprechende Federkraft in vertikaler Richtung

Frp = —cAlsina
T
= —cAl——
o V242
® aulerdem Gewichtskraft=und Tragheitskraft £ mit
@] FG =mg

@] FT =-ma
® Gesamtkraft

>F = Fg+2Fp+ Fr
= mg — 2cAl z

Vere ™
2 1 !
= mg — icT — ] —mz
g V21 B
¢) = 0
® Durch leichtes Vereinfachen erhalt man also die Bewegungsgleichung
c )
T+2—z|l - —/——=| =
o m ( vz + 52) J

® Berechnung der Gleichgewichtslagg x
o z(t)=z¢ = T=2=0
® in Bewegungsgleichung einsetzen ergibt

c {
2—1, (1——) =g
/2 2
o m Io_l_g

o Mit Hilfe der dimensionslosen GroRRe

._I:D
o Yo = I

® erhalt man die vereinfachte Form

1 1 mg
Yol|ll-—F——|=-,=1p
o ywg+1) 2

e die nur noch den einen Parameter p > 0 enthalt.
® Der Versuch einer algebraischen Losung fuhrt auf ein Polynom 4. Grades erechnen!,, daher bietet
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sich stattdessen eine numerische Lésung mit Matlab an.
e Um einen Uberblick (iber die moglichen Lésungen zu bekommen, wird zunachst die Funktion

) f(y)=y(l—ﬁ)

e geplottet

4.5 T T T T T T T T T

Man erkennt, dass es fiir beliebiges p > 0 immer genau eine Lésung gibt.
Fur die gegebenen Parameterwerte ist

O p=2.289 -1,
daher liefert fzero mit dem Startwert 0 sofort die Losung

O yo =0.3694,

also die Gleichgewichtslage
O Xg =1lyg=18.47 mm
Matlab-Komplettldsung ip ex7]Jm
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Losung von Aufgabe 8

e Bestimmung der Bewegungsgleichung:
O Wahl: Winkel und Momente positivim Gegenuhrzeigersinn
O Senkrecht nach unten wirkt auf die Masse die Gewichtskraft

o [y=—mg
O entsprechendes Moment, bezogen auf das Lager am Boden
o My, =Imgsinyp
O Kraft durch die Feder sbei angenommener waagerechter Lage der Feder,
e [.=rcasinyp
O zugehdriges Moment
e M,= —ca’sinpcosyp
O Momentengleichgewicht
o D M=M;+M—Jp=0

o Mit
e J=mP
O erhéalt man daraus
p)
Q- gsint,c’+ Es:ine,ocosc,o =0
° I ml?

® Gleichgewichtslagen:
O Im Gleichgewicht bleibt die Masse in Ruhe, alle Ableitungen verschwinden. Daher

oo (i)
siny | —5cosge — = ] =0
° l

ml?
O LOsungen
o f 0= 0
e fo=p
I
cospy = =2 =0.7848 = pp = +£0.6684= + 38.30°
° a?c

O Interpretation
® senkrecht nach oben
e senkrecht nach unten, widerspricht der Naherung waagerechter Feder
® Gleichgewicht bei kleiner Schraglage, zwei in symmetrischer Position
® Linearisieren der Bewegungsgleichung fim O:
O Koordinatef ist bereits die Abweichung von der Gleichgewichtslage
O Zum Linearisieren betrachten wir die Funktion
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&20

. J¥) = —%SiwﬂLﬁsmwmw

O lhre Ableitung ist
azc

, )= —% cos  + —(cos” p — sin” )

O Damit erhalt man als lineare Naherung von fex,

flz) = f(0)+F(0)z

_ (da% _a)_
° mi? 1

O Einsetzen ergibt die linearisierte Bewegungsgleichung

a’c g
- ac g — 0
et

® Einsetzen der Zahlenwerte

ml?

1
i+1494 2 =0
[ ] 5

® Linearisieren der Bewegungsgleichung im 0.6684:
O Gleichgewichtskoordinate x

e T=¥ %o
O Bewegungsgleichung in x
2

. . a’c .
i 9 sin(z + o) + — sin(z + p) cos(z + o) = 0
° l mi?

O Linearisieren der einzelnen Terme
® Zunachst ist
filz) = sin(z + o)
fi(z) = cos(z + @)
e — filz) = fi(0)+ zf(0) = sin(py) + z cos(gy)
Analog
falz) = cos(z + o)

. ~ cos(po) — z sin(ipo)
Weiter vereinfacht man in 1. Ordnung

sin(z + o) cos(z + o) A (sin(wo) + 7 cos(in)) (cos(i20) — 7 sin(gpo))
. ~ sin(po) cos(po) + = (cos?() — sin(go))

O Einsetzen in die Bewegungsgleichung und Zusammenfassen der konstanten und in x linearen
Terme liefert

2
. I+ [% cos(po) — ﬂ sin(po)+z l—% cos(ipo) + - (msg(%) — Eiﬂz(gou])] =0
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® Einsetzen der Zahlenwerte
1
I — 2.6673 T = 0
(] 5
O Analyse der Gleichung

® der konstante Term ist weggefallen. Dies muss bei Linearisieren um eine
Gleichgewichtslage auch so sein.
® negatives Vorzeichen vor& Gleichgewichtslage ist instabil
® Ergebnis bei halb so groRem c:
O Bestimmen der Gleichgewichtslagen wie oben liefert
cos(o) = mTlg = 1570 > 1
[ a“c
O es existiert also keine weitere Gleichgewichtslage nEgen0 sund der unsinnigen bgi
O Mit dem neuen c-Wert lautet die um O linearisierte Gleichung

1
$— 1918 2 =0
[ 5

O die senkrechte Stellung ist also instabil, d.h. es existieren Uberhaupt keine stabilen Stellungen.
® Algebraische Analyse:
O Bei der obigen Berechnung der Gleichgewichtslagen erhielt man
e f =0istimmer eine Gleichgewichtslage
o f 1 mit
mlg

CDSi,G’]_:T
a“c

e liefert fir p < 1 zwei weitere Gleichgewichtslagen

O Linearisieren uni o ergab als Bedingung fir Stabilitat

a’c g

— == > 0
mi? 1
milg
= P=—7F < 1
° a’c
O Linearisieren uni ; ergab
2 2
g a‘c 2 . 2 mi
—=cosp; + ——(cos — sin > 0 —
I ¥1 mig( ¥1 1) | 220
o — —pcosg; +cos?p; —sinp, > 0
® mit

e sin’ @ =1 —cos’ ¢

e undp=cod ; also
—p’+p —1+p° > 0

PY = p > 1

e allerdings war p < 1 Voraussetzung fur die Existenzfvph
O zusammengefasst
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® p < 1® stabiles Gleichgewicht bei 0, instabiles bej +

® p > 1® instabiles Gleichgewicht bei 0
® Graphische Darstellung des estatischen, Gesamtmomegts M. als Funktion des Winkels:

O bei normalem c

200

150 |

100 |

a0

0

b [Nm)]

=0k

-100 |

-150

ann L 1 1 L L L
-15 -1 -05 0 ns 1 15

¢ [rad)]

([ J
® rlicktreibendes Moment im Gleichgewight negative Steigung
® stabiles Gleichgewicht nur bej =0

O Verhalten bei halber Federkonstanten

200

150 F

100 F

S0F

0

b [Mm]

50 F

-100 F

-150F

-20n L 1 1 1 1 1

0 05 1 15
° ¢ [rad]

® cinzige Gleichgewichtslage instabil
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Losung von Aufgabe 9

1. Linearer Fall:
® Geometrie ohne seitliche Verschiebung

o)
e Momentengleichgewicht also

. LT T
Ja = mgLsin (5 + a) — eAyLsin (E — os)
o = mgLcosa — cl?sinacosa
e Mit dem Tragheitsmoment
oJ=mlL?

e erhélt man also
. g c .
¢ — —cosa+ —sinacosa =0
o} L m
® Gleichgewichtslage
g c .
= cosogp — — sinagcos ap = 0
o L m
® Da die horizontale Verschiebung der Feder nicht berlcksichtigt wird, macht die Naherung nur
Sinn, solang@ o deutlich kleiner ist alp/2. Mann kann also gefahrlos den Kosinus

herauskirzen und erhéalt

sinag = —
Lc

® Gleichgewichtskoordinate einflihren
O T=o—
® Die Bewegungsgleichung bekommt dann die Form

o &+ f(z) =0
® wobei
g c .
flz) = cos(z+ ag) (_E + asm (z + O!(]))

. . g c . .
= |cos ap cos z — sin ag sin T 7 + — (cos ag sin z + sin ag cos z)
m
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® Linearisieren und Einsetzen der Beziehungafgifiefert

. q c . c
flz) =~ [COSQ(]—.TSLDCE(]]|:——+—S]_DOE(]+I—CDSQ(]
m m

L

=0
€ 2

= —cos og-T
m

=0

e Die linearisierte Bewegungsgleichung lautet also

2
j+£(1_(ﬂ) )I:[)
o m Le

2. Erweiterung der Bewegungsgleichung:
® Aus der Zeichnung

B \\57
AY

AX

o}
® liest man sofort ab
Az = L(1— cosa)
o Ay = h—Lsina
Daraus erhalt man Langeasund Neigungswinkebea, der Feder

la) = \fﬂzz—l—Ayz:v/h2—|—2L2—2thina—2L2cosa

tan A(a) — Az L(1 —coso)
o an f(e) = Ay  h— Lsina
Mit der Federkraft
o Fr=elh—i(a))

ergibt sich sofort die Momentenbilanz
. LT LT
Jé& = mgLsin (5 + a) — ¢(h — l(a))Lsin (5 +a+ ,@)
o}

Mit dem Tragheitsmoment
o J=ml?
und den Abkirzungen
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)
kann man die Hilfsfunktionen vereinfachen zu

o}
Die Bewegungsgleichung lautet dann

o & =uwp[kcosa — (A —{a))cos (a+ B(a))]
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Ldsung von Aufgabe 10

1. Bestimmung der Bewegungsgleichung:
® Als Hilfsgrol3en werden noch der Winkelund die L&dngen d und,heingefiihrt.

® Bezeichnet man die feste Seillange mit S, lassen sie sich mit Hilfe der Koordinate g ausdrucken:

o

® Die Bewegungsgleichung enthalt die Hangabtriebskraft, die Komponente der Seilkraft langs der
schiefen Ebene und die Tragheitskréafte beider Massen:

o)
® Gewichtskraft und Tragheitskraft der Masse am Seil wirken entlang des Seils. Der Anteil in
g-Richtung bekommt daher jeweils einen Faktor ksin
® Durch stures Rechnen erhalt man die Ableitungen yon h

o}
® Setzt man alles ein und sortiert die Terme nach Ableitungen von g, lautet die vollstandige
Bewegungsgleichung fir q

o}
2. Gleichgewichtslage:
® Setzt man als Lésung die statische Gleichgewichtslésungggeingfolgt aus der
Bewegungsgleichung
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o}
o Auflésen nach dp
O (g =Ltana
® Anschaulich: Kraftegleichgewicht, wetn=a
3. Linearisieren der Bewegungsgleichung:
e Einfihren der Koordinate x als Abweichung von der Gleichgewichtslage
O X:=(g-Ltana
® Die komplizierten Terme werden dann schrittweise linearisiert, wobei die Beziehung
O 1+xK»1+kx
® immer wieder nutzlich ist, i.f. etwa fur k = -1/2.
® Am besten fangt man an mit

o)
® Dies liefert als nachstes

o)
e Der Term mitd” ist schon quadratisch in d =41 erverschwindet beim Linearisieren.
e Der Term{ ist selbst schon klein linear in x,, von der komplizierten Klammer bleibt beim
Linearisieren daher nur der konstante Anteil in x:

o)
® Ersetzt man alle Terme der Bewegungsgleichung durch ihre linearen Naherungen und teilt noch
durch den Vorfaktor vos , erhalt man schlief3lich die linearisierte Bewegungsgleichung

117



Losung von Aufgabe 11

e Das Torsionstragheitsmoment ist

o}
® Die Federkonstante der Welle betragt daher

o)
® Die Bewegungsgleichung fir die Torsionsschwingung lautet

e}
e Vergleich mit der Standardform ergibt

e)
® also
® Mit

e)

® ergibt sich somit
0 J=11.19kg m

118



Ldsung von Aufgabe 12

1. Schwingungsdauer:
® FUr kleine Auslenkungen gilt in guter Naherung die linearisierte Bewegungsgleichung von
Aufgabe 8

o)
® Dies ist genau die Bewegungsgleichung der ungedampften freien Schwingung mit

o}
® also erhélt man als Schwingungsdauer

o}
2. Verhalten bei ¢ =50 N/m:
e Der Vorfaktorwg 2 vorf ist jetzt negativ, formal ist T also imaginar.
® Physikalische Interpretation: Die Gesamtkraft sFeder + Schwerkraft, wirkt der Auslefikung
nicht entgegen, sondern verstarkt sie. Die Gleichgewichtslage des Pendels ist dann instabil.
3. Ldsung der nichtlinearen Bewegungsgleichung mit Matlab:
® Die Bewegungsgleichung wird in Standardweise in ein System 1. Ordnung uberfuhrt und die
rechte Seite als Matlabfunktion dgl12 definiert. Das Gleichungssystem wird mit ode45 geldst
und fir die vier Anfangswerte geplottet:

o
® |Interpretation:
O Bei kleiner Auslenkung entspricht die Schwingung der linearen Néherung.
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O Fur groReres$ j ist die Schwingung noch immer naherungsweise harmonisch, aber die
Schwingungsdauer ist deutlich gréi3er.
O Startet man kurz unterhalb des instabilen Gleichgewichtspunkts, erhélt man immer noch
eine Schwingung um 0, aber sie ist stark anharmonisch.
O Bei einem Startwert oberhalb des instabilen Gleichgewichtspunkts kippt das Pendel um.
® Bewegung bei halber Federkonstante:

o)
® Selbst bei kleiner Auslenkung kippt das Pendel um. Das seltsame Langzeitverhalten ist
unphysikalisch, es beruht auf der Annahme einer stets waagerechten Feder, die nach kurzer Zeit
stark verletzt ist.
e vollstandiges Matlab-Skript zur Aufgabe
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Losung von Aufgabe 13

1. Parameter im linearisierten Fall:
® Auslenkung aus der Gleichgewichtslage nach Lésung 10

O Qgg =Ltana =0.9326 m
® Vergleich der linearisierten Gleichung mit der Schwingungsgleichung liefert

o}
e die Schwingungsdauer betragt also
O T=3570s

2. Lo6sung der nichtlinearen Bewegungsgleichung mit Matlab:
® Zur Lésung mit Matlab wird die Bewegungsgleichung wieder in Standardweise in ein System 1.

Ordnung Uberfuhrt und die rechten Seiten als Matlabfunktion dgl13 definiert.
® Das Gleichungssystem wird mit ode45 geldst und fur die drei Anfangswerte geplottet.

o
e Bei den beiden kleineren Auslenkungen erhalt man eine sehr gute Ubereinstimmung mit a.,

allerdings ist die 2. Kurve schon etwas unsymmetrisch. Bei der grof3en Auslenkung ist die Kurve
deutlich anharmonisch und die Schwingungsdauer etwas grol3er.
e vollstandiges Matlab-Skript zur Aufgabe
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Ldsung von Aufgabe 14

® Gegeben sind
O Xj+10/Xi =0.7, T=35s
® Zunachst ist
O XilXis10 = *Xi/Xjs1, 10 = 'O
O b L =lIneq,=-0.1In0.7 =0.03567
® WegenL =d T ist
0 d=L/T=1.019 -1 1/s
® Die Kreisfrequenav betragt
O w=2p/T=0.1795 1/s
e Als Kreisfrequenavg der ungedampften Schwingung erhalt man aus
o w2=wp?-d?
® damit

o)
® Dabher ist das Dampfungsmalfd
o D=dwg =5.68-10°
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Losung von Aufgabe 15

1. Bestimmung der Dampfungsmalle
® Aus den gegebenen Werten erhélt man D mit
O D= d/WO = b/’szO, = b/’4p m fo,

bkg/s]| D

400 0.637
600 0.955
800 1.273

® Der Dampfer mit 600 kg/s ist der geeignetste, weil sein Dampfungsmal am dichtesten beim
Wert D=1 des aperiodischen Grenzfalls liegt.
2. Abklingfaktoren:

® Nach der Wartezeity = 1/50 s im Fall der gedampften Schwingung
O A= e-d tw = e-b tW/-2m,
O by =400 kg/> A=e*=1.8-10°
O by, =600kg/> A=e®=25.103

e Im Kriechfall bei b; = 800 kg/s ist die langsamer abklingende e-Funktion relevant, also

)
® Die inversen Werte sind etwas anschaulicher:

b [kg/s] | 1/A

400 56
600 400
800 20

e Der mittlere Dampfer stellt sich wieder deutlich als der geeignetste heraus.
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Losung von Aufgabe 16

1. Schwingungsdauer und Dampfungsmali:
® Die Bewegungsgleichung des Systems lautete

o)

e Vergleich mit der Standardform
O #+2d2+wg2x=0

® ergibt

e und

o)
® Die Schwingungsdauer ist also

o
® und das Dampfungsmalf

o
2. Schnelle Unterdrtickung der Schwingung
® Am schnellsten klingen die Schwingungen beim aperiodischen Grenzfall ab, also fur
o D=1
® Daher
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Losung von Aufgabe 17

1. Bewegungsgleichung:
® Der Winkelg werde im Gegenuhrzeigersinn gemessengBe0D sei das System sohne Reibung,
im Gleichgewicht.
® Die Drehmomentenbilanz liefert

o}
® mit dem Gesamttragheitsmoment
0 Jg=J+mp?
e AuRere Drehmomente kommen von den beiden Federn und der Reibung, also

o}
e Mit

o)
® ergibt sich die Bewegungsgleichung

o
e Vergleich mit der Standardform liefert

o}
2. Die Schwingungsperiode T ergibt sich sofort:
® T=2/wyg=238s
3. Abnahme der Schwingungsamplitude
® Pro Schwingung nimmt die *Winkel-, Amplitude ab um den Wert
O Dg=4xg =0.41=235°
4. Aus der Bedingung
® |Xol-2X N<Xr
folgt
® n>7.173
also bleibt das System nach vier Schwingungen ¢n = 8, stehen. Der Winkel betragt dann

® Xcnd = |Xo| - 2 g N =-0.06705 = -3.842°
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Losung von Aufgabe 18

1. Bewegungsgleichung:
® Zunéchst bestimmen wir das Tragheitsmoment J des Stabes bezogen auf den angegebenen
Drehpunkt. Nach dem Satz von Steiner gilt:
oJ=}h+md
O d = Abstand des Drehpunkts zum Schwerpunkt
O Jg = Tragheitsmoment bzgl. Schwerpunkt

Tragheitsmomentgleines Stabes, Masse m, Lange L ~aus Tafel oder direkt integriert,:
0 Jg=1/12m?

Daher:
0 J=1/12mEB +msL/42=7/48 m |2

Beim Aufstellen der Momentenbilanz wird mit gj» g » tang gerechnet. Damit

o)
Einsetzen von J und Umformen ergibt die Bewegungsgleichung

o}
2. Schwingungsparameter:
e [ir direkten Vergleich mit der Standardform umformen zu

o)
e Durch Vergleich der Koeffizienten erhalt man direkt
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Ldsung von Aufgabe 19

e Mit den Werten aus Losung 18 hat man

O

e Die Anregung liegt in der Nahe der Resonanzfrequenz, datienddtezu -90°. Wegen der hohen
Dampfung bleibt aber die VergréRerungsfunktion V klein, damit auch die Nickampditude
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Losung von Aufgabe 20

® Eigenfrequenz des Systems:

e}
® Frequenzverhéltnis beiyn= 500 U/min;

o}
e Amplitude:

e Unwucht:

e}
® Bestimmung vorh ,:

o)
e Hochmultiplizieren der Wurzel und Quadrieren ergibt:

o}

e Quadratische Gleichung m, 2. Wegerh > 0 Wert eindeutig:
o h, =0.3081

® Drehzahl:
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Losung von Aufgabe 21

® Parameter des Systems in Standardform:
O Eigenfrequenz und Dampfung

([ J
O Rad lauft auf der Stral3e mit Geschwindigkeit v, also Bewegung des Rades

[

O mit
e W=130.7-1/s
e #:=0.01m

O Frequenzverhdltnis der Anregung
® h=Wwgy =4.62
O VergrolRerungsfunktion
e Veh, D, =0.04908
® Berechnung im Inertialsystem
O Erregeramplitude

[ ]
O zusatzlicher Phasenunterschie@wischen Bewegung des Rades und Anregungskraft fur
Amplitude der Beschleunigung unerheblich
o Amplitude der Absolutbewegung
e #=f-V=687-10m
O Amplitude der Beschleunigung somit
e i=W?1=11.74m/$
® Berechnung im Relativsystem:
O Erregeramplitude
o fr=4h2=02135m
O Amplitude
® i,=fgVeh =1.05-102m
O Phasenverschiebung

([
O also fast gegenlaufig zur Bewegung
O Relativbewegung insgesamt
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°
e Beschleunigung des Fahrzeugs ist gegeben @irhortsfesten Koordinatensystem, also:
O Gesamtschwingung Xxet,

o0 Uberlagerung der beiden harmonischen Schwingungen ergibt als Amplitude der
Gesamtbewegung

[ ]
O #und Amplitude der Beschleunigung somit wie oben
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Losung von Aufgabe 22

® Parameter eines erregten Schwingers:
O m, c, b *Schwinger selber,
O W, £ g *Anregung,

® bei Unwuchterregung alternativ
O m, rstattf' ¢

O Zusammenhang

[ ]
® insgesamt also funf GroR3en, die alles festlegen
® Analyse der gegebenen Gro3en
O direkt gegeben sind
® mp,D,nkg, &
O aufRerdem hat man
® R=0.04F g = 6400 N
O mp zunachst nutzlos
® bendtigt wird die Gesamtmasse m 5 mg
® am Ende damit ra berechnen
O also effektiv funf GréRen gegeb@n finf Systemparameter festgelegt
e Man erhalt sofort die Kreisfrequenz der Erregung
O W=2pn=251.31/s
e [ liefert damit die Unwuchtstarke

O

® Die drei verbleibenden unbekannten GréRRen m, ¢, b hdngen mit den gegebenen Gré3en zusammen
durch

e}
e Mit Hilfe der Definitionsgleichungen

o)
® koénnte man nun alles durch m, ¢, und b ausdriicken und die Gleichungen auflésen.
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Einfacher zum Ziel fihrt die Erkenntnis, dass sich aus der dritten Gleibhumgpittelbar bestimmen
lasst

o)
Hochmultiplizieren liefert eine quadratische Gleichunghfér

o)
mit den gegebenen Werten also

o)
Auflésen ergibt wegeh?2 > 0 nur den einen Wert
o h=5.961

und aus dem bekannt&auch
O wg =42.161/s

In der zweiten Gleichung sind nun alle Grof3en auf3er m bekannt, daher bekommt man daraus die
Gesamtmasse

o)
Die Masse des Fundaments ist schlief3lich
O mg=m-nmp = 2305 kg
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Losung von Aufgabe 23

® Eigenfrequenz des Schwingers:

o)
Frequenzverhaltnis

o)
Schreibt man die Erregungsfunktion als

o}
erhalt man
O yn=9/l2
O Cp =0.1273 m -1/n *n ungerade,, 0 sonst
® Die Fourierkoeffizienten der Schwingung erhalt man aus
O &,=C, Venh, D,
® Mit den obigen Werten ergibt sich

ni Xp
1/0.140¢
3/0.1937
5/0.017C
7
9

0.00471
0.002(

® Graphische Veranschaulichung:
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LOsung von Aufgabe 24

e Die Erregungsfunktion lautet

O

O denn sie ist im statischen Fall «also nach Abklingen der Schwingung, gleich der statischen
Verschiebung x.

® Die Greensfunktion ist mit den angegeben Werten

o)
® Mit dem Faltungsintegral ist

O

e Der Integrand verschwindet fir t' < 0. Ist t < 0, so ist daher das ganze Integral 0. Bei t > 0 muss erst
ab 0 integriert werden. Zusammengefasst:

O
e Die Substitution u = st - ' /2 liefert

o)
® Die angegebene Formel ergibt schlief3lich

O
e |Im Bild:
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